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Cuvânt înainte 
 

 

Mecanica este una dintre ştiinţele fundamentale ale naturii, cu un domeniu foarte 

larg de cercetare, şi care are ca obiect mişcarea mecanică a sistemelor materiale. In 

decursul timpului mecanica s-a diferenţiat în trei ramuri distincte: mecanica clasică, 

mecanica relativistă şi mecanica cuantică. 

 Mecanica clasică (newtoniană), având ca fondatori pe savantul Italian Galileo 

Galilei (1564-1642) şi pe fizicianul, matematicianul şi astrologul englez Isaac Newton 

(1642-1727), cuprinde legile mişcării macroobiectelor a căror viteza este mică în 

comparative cu viteza undelor electromagnetice în vid. Mecanica newtoniană este 

considerată prima ştiinţă teoretică a naturii. Ea s-a diferenţiat, la rândul ei, în două părţi: 

mecanica clasică şi mecanica aplicată. 

 Obiectul de studiu al prezentei lucrări, mecanica teoretică, numită şi mecanica 

generală sau raţională, se ocupă de mişcarea sistemelor materiale formate din obiecte ale 

căror deformaţii sunt practice neglijabile. 

   Lucrarea reprezintă a doua ediţie a cursului de Mecanică teoretică predate de 

autor studenţilor Universităţii Maritime din Constanţa precum şi suportul orelor de 

seminar, dar poate fi consultată şi de cadre tehnice din domeniul industriei şi cercetării, 

de studenţii institutelor tehnice de învăţământ superior sau de cadrele didactice care 

predau mecanica în liceele cu profil industrial. Materia este prezentată în succesiunea 

clasică : statica, cinematica şi dinamica. Fiecare din cele 16 capitole este structurat în 

patru secţiuni. Prima dintre ele este dedicată noţiunilor teoretice aferente temei dezbătute. 

Urmează apoi un set de probleme reprezentative complet rezolvate, structurate în strânsă 

concordanţă cu rezultatele teoretice prezentate anterior. A treia secţiune conţine probleme 

propuse spre rezolvare iar în finalul capitolului se dau indicaţii şi răspunsuri pentru aceste 

aplicaţii. Se oferă astfel cititorului posibilitatea să poată aprofunda şi aplica fără mari 

dificultăţi teoremele şi metodele de calcul ale Mecanicii. Totodată, această abordare 

structurată este în concordanţă cu nevoile unor discipline care utilizează în mod 

nemijlocit cunoştinţele de mecanică : Rezistenţa materialelor, Organe de maşini, Teoria 

mecanismelor şi a măsurilor etc. 

 Autorul s-a străduit să urmeze drumul “Şcolii Româneşti de mecanică”, 

caracterizat printr-o prezentare clară, sistematică şi riguros matematică, deschis de Spiru 

Haret (1851-1912), Traian Lalescu (1882-1929) etc, şi continuat de Victor Valcovici 

(1885-1969), Caius Iacob (1912-1991) şi de o suită întreagă de mecanicieni în viaţă, în 

plină putere de creaţie, şi care activează cu multă dăruire pentru progresul acestei ştiinţe. 

 Sperăm că lucrarea de faţă va reuşi nu numai să fie de real folos studenţilor care 

se pregătesc pentru examene, ci să trezească pentru unii sau să menţină pentru alţii 

interesul pentru descifrarea tainelor şi farmecului Mecanicii teoretice. 

 Autorul mulţumeşte în mod deosebit doamnei ing. Elena Bogdan pentru 

competenta tehnoredactare şi  “sufletul “  pus în apariţia acestei lucrări. 

 
                                                                                                                           Autorul 
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1. Noţiuni introductive 
 

1.1.  Obiectul mecanicii 

 

Mecanica este o ramură a ştiinţelor naturii care a apărut din cele mai îndepărtate 

timpuri. Această ştiinţă a avut un rol de seamă în dezvoltarea civilizaţiei omeneşti, 

naşterea şi dezvoltarea sa permanentă fiind o consecinţă a problemelor practice apărute în 

fiecare epocă, legate de construcţii, transporturi etc. Mecanica studiază una dintre 

multiplele însuşiri şi manifestări ale materiei şi anume mişcarea, prin aceasta înţelegând 

toate schimbările şi procesele care au loc în univers începând cu simpla deplasare şi 

terminând cu gândirea. Materia este inepuizabilă şi ca atare şi procesul cunoaşterii ei. 

 Mecanica teoretică clasică sau mecanica newtoniană studiază una dintre cele 

mai simple forme de mişcare, cunoscută sub numele de mişcare mecanică, definită ca 

fiind modificarea relativă a poziţiei unui corp sau a unei părţi a acestuia în raport cu un 

alt corp considerat ca reper sau în raport cu un sistem de referinţă. Dezvoltarea 

mecanicii s-a făcut simultan cu aceea a matematicii, progresele uneia din aceste ştiinţe 

antrenând progresele celeilalte. Din acest punct de vedere, mecanica a constituind un 

model şi pentru alte ştiinţe de bază ale naturii (fizica, biologia, chimia), acestea urmând 

un proces de matematizare analog. 

 La dezvoltarea mecanicii au contribuit unii dintre cei mai mari savanţi ai lumii. 

Simpla lor enumerare ar necesita prea mult spaţiu. Vom aminti totuşi savanţii ce au avut o 

contribuţie esenţială la naşterea şi dezvoltarea acestei ştiinţe. 

 De antichitate sunt legate numele lui Aristotel (384-322 î.e.n) şi Arhimede (287-

212 î.e.n). Primul a enunţat principiul inerţiei iar cel de-al doilea este considerat 

întemeietorul Staticii. 

 Perioada Renaşterii conţine şi ea nume mari : Leonardo da Vinci (1452-1519), 

Nicolaus Copernic (1473-1543), Johannes Kepler (1571-1630), C.R. Huygens (1629-

1695) etc. 

 Întemeietorii mecanicii clasice rămân însă marii savanţi Galileo Galilei (1564-

1642) şi Isaac Newton (1642-1727). Galilei stabileşte noţiunile de bază ale cinematicii, 

viteza şi acceleraţia, studiază căderea corpurilor, mişcarea pe plan înclinat, formulează 

principiul inerţiei la forma actuală şi susţine cu mult curaj concepţia heliocentrică a lui 

Copernic. Cel care extinde studiul mecanicii la întreg sistemul planetar şi stabileşte cea 

dintâi lege fizică scrisă sub forma unei ecuaţii diferenţiale este, însă, Newton. El defineşte 

principiile fundamentale ale mecanicii şi descoperă legea gravitaţiei universale. 

 Savanţi de referinţă întâlnim şi în secolele XVII-XIX : Leonard Euler (1707-

1783), Jean LeRond D’ Alembert (1717-1783), William Hamilton (1805-1865), 

Joseph Louis Lagrange (1756-1813), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Henri 

Poincare (1854-1912) etc. 

 Mecanica modernă este legată de numele lui Max Plank (1858-1947), Erwin 

Schrodinger (1887-1961) şi al lui Albert Einstein (1879-1955). 

 În ţara noastră se disting prin cercetări în domeniul mecanicii Spiru Haret 

(1851-1912), Andrei Ioachimescu (1868-1943), Traian Lalescu (1882-1929), Victor 

Vâlcovici (1885-1970), Caius Iacob (1910-1991), Radu Voinea etc. 
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1.2. Principiile mecanicii clasice 

 

La baza mecanicii clasice stau un număr de principii (legi sau axiome) formulate 

de Isaac Newton în lucrarea sa fundamentală „‟Principiile matematice ale filozofiei 

naturale” (1686). Acestea sunt : 

Principiul inerţiei (legea I – a a lui Newton) : “Un corp îşi păstrează starea de 

repaus sau de mişcare rectilinie şi uniformă atâta timp cât nu intervin alte forţe care să-i 

modifice această stare” 

Principiul acţiunii forţei (legea a II – a a lui Newton): “ Variaţia mişcării este 

proporţională cu forţa motoare imprimată şi este dirijată după linia de acţiune a forţei” 

Principiul acţiunii şi reacţiunii (legea a III – a a lui Newton) : “La orice acţiune 

corespunde întotdeauna o reacţiune egală şi contrară” 

Principiul paralelogramului (corolarul I a lui Newton) : “Un corp sub acţiunea 

a două forţe unite descrie diagonala unui paralelogram în acelaşi timp în care ar 

descrie laturile sub acţiunile separate ale forţelor”. 

 

Observaţii : i) În formulările celor patru principii, prin corp se înţelege un punct material 

(vezi secţiunea 1.4). 

ii) În legea a II-a masa este considerată constantă (ca de altfel în întreaga mecanică 

clasică). 

iii) Mişcarea este raportată la un sistem de referinţă absolut şi imobil (fix). 

iv) Principiul al doilea conduce la ecuaţia  

                                                              


 Fam                                                               

(1.1) 

unde m este masa punctului material, 


a acceleraţia sa iar 


F  forţa motoare imprimată. 

 
1.3 Diviziunile mecanicii clasice 

 

  Din punct de vedere metodologic, mecanica newtoniană se împarte în trei mari 

capitole: 

 
I) Statica – se ocupă cu echilibrul corpurilor materiale, studiind sistemele de forţe care-şi 

fac echilibrul precum şi reducerea sistemelor de forţe. 

 

II) Cinematica – studiază mişcarea corpurilor fără să ţină seama de forţele care le 

acţionează şi de masa lor. În cinematică se face un studiu geometric al mişcării 

mecanice. 

 

III) Dinamica – studiază mişcarea corpurilor cu luarea în considerare a forţelor 

care le acţionează şi a masei lor. 

 
1.4. Modele ale mecanicii clasice 

 

 Pentru simplificarea studiului, în mecanică corpurile reale se înlocuiesc prin 

schematizări ale lor, denumite modele. Rezultatele studiului pe modele se extind pe 
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corpurile reale în măsura în care acestea corespund condiţiilor luate în considerare la 

efectuarea studiului, iar experienţa confirmă rezultatele. Modelele mecanicii clasice sunt: 

 Punctul material – un punct geometric căruia i se atribuie masă, reprezentând 

cea mai mică diviziune dintr-un corp, şi care păstrează toate proprietăţile fizice ale 

corpului cu neglijarea dimensiunilor acestuia. 

 Sistemul de puncte materiale – o mulţime finită de puncte materiale aflate în 

interacţiune şi care ocupă un anumit domeniu finit al spaţiului. 

 Continuul material – modelul unui corp la care se admite că orice element de 

volum conţine materie, adică are masă. 

 Corpul solid rigid (rigidul)- un continuu material nedeformabil, oricare ar fi 

sistemul de forţe ce acţionează asupra lui. 

 

 Corpul solid real suferă deformaţii (elastice şi plastice) pe care însă mecanica 

clasică le neglijează. Folosind aceste modele se va studia separat mecanica punctului 

material, a sistemului de puncte materiale şi a solidului rigid. 

 În mecanică se utilizează atât clasa mărimilor fundamentale – spaţiul, timpul, 

masa – dar şi o serie de mărimi derivate cum ar fi forţa, viteza, acceleraţia, impulsul, 

lucru mecanic, energia cinetică etc. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Elemente de calcul vectorial 
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2.1. Scalari şi vectori 

 

 Multe mărimi fizice pot fi definite complet prin intermediul unui singur număr 

invariabil la alegerea unui anumit reper. Astfel de mărimi se numesc mărimi scalare sau, 

mai simplu, scalari. Exemple reprezentative de mărimi scalare folosite în mecanică sunt 

masa, timpul, momentul unei forţe faţă de o axă, energia mecanică, momentele de inerţie 

etc. 

 Multe alte mărimi fizice prezintă însă un caracter geometric, simpla precizare a 

valorii lor numerice nefiind suficientă pentru o caracterizare deplină a mărimii respective. 

Este cazul mărimilor vectoriale (sau al vectorilor). Nu putem concepe disciplina 

mecanică fără a discuta despre noţiunile de forţă, moment al unei forţe faţă de un punct, 

viteză, acceleraţie, impuls, moment cinetic etc. 

 Vom considera că spaţiul de lucru al Mecanicii clasice este spaţiul euclidian 

tridimensional 3E . Pentru a preciza poziţia unui punct M în spaţiul 3E  considerăm 

următoarele elemente : 

- un punct fixat O al spaţiului 3E , numit origine ; 

- distanţa r de la punctul O la punctul M ; 

- un sens de parcurgere al segmentului [OM] şi anume sensul de la O la M. 

Distanţa r, astfel determinată, poarta numele de vector de poziţie al punctului M şi 

se notează prin 


r  sau 


OM . Valoarea absolută (sau modulul) vectorului 


r  se notează 

prin 


r . Pentru a caracteriza mai bine vectorul 


r  ne folosim de trei drepte necoplanare, 

perpendiculare în O două câte două, notate prin Ox, Oy şi Oz, pe care considerăm un sens 

de parcurs (sensul pozitiv). În partea pozitivă a axei Ox considerăm punctul A la distanţa 

egală cu unitatea de O. Vom nota vectorul de poziţie 


OA al acestui punct prin 


i  şi-l vom 

numi versor. Procedând la fel pentru axele Oy şi Oz obţinem versorii 


j  şi 


k  (figura T 

2.1). Notăm prin 21 , MM şi 3M  proiecţiile punctului M pe axele Ox, Oy şi Oz, respectiv, 

şi cu x, y şi z distanţele 21,OMOM şi 3OM  (considerate cu semnul “+ „‟ sau „‟-„‟ după 

cum punctele 21 , MM şi 3M  se găsesc în partea pozitivă sau negativă a axelor Ox, Oy şi 

Oz). 

 Deoarece vectorul 1



OM  are modulul egal cu valoarea absolută a cantităţii x iar 

versorul 


i are modulul 1 vom conveni să notăm 


 ixOM 1 indicând prin aceasta că 

vectorul 1



OM  este determinat de scalarul x şi versorul 


i . Analog, 


 jyOM 2  şi 



 kzOM 3 . 

 Pentru vectorul de poziţie 


r  al punctului M vom conveni să scriem 

                                                         


 kzjyixr                                                    

(2.1) 
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şi vom spune că vectorul 


r  are componentele 


kzjyix ,,  iar punctul M coordonatele x, 

y, z faţă de axele triedrului Oxyz. Reprezentarea (2.1) poartă numele de formă analitică 

(sau hipercomplexă) a vectorului 


r . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 2.1                                                Figura T 2.2 

 

 De la vectorul de poziţie al punctului arbitrar M se poate face acum pasul către 

noţiunea de vector în general. Astfel, considerând punctele M şi N, vom defini vectorul 


 vMN
not

 ca fiind segmentul orientat MN. Proiecţiile punctelor M şi N pe axe vor 

determina trei vectori 


kvjviv zyx ,,  astfel că putem scrie 

                                                          


 kvjvivv zyx                                              

(2.2) 

  

Mărimile scalare zyx vvv ,,  poartă numele de coordonate ale vectorului 


v  după 

axele reperului Oxyz (sau proiecţii ale vectorului 


v ). Punctul M se numeşte punct de 

aplicaţie al vectorului 


v  iar punctul N este extremitatea vectorului 


v . Dreapta MN 

reprezintă suportul vectorului. Dacă punctul de aplicaţie al vectorului 


v  este arbitrar, 

atunci vectorul se numeşte liber. În cazul în care punctul de aplicaţie este fixat vectorul se 

numeşte legat. În fine, dacă punctul de aplicaţie al vectorului 


v  poate fi ales oriunde pe 

dreapta suport, atunci vectorul se numeşte alunecător. 

  

Vectorul la care punctul de aplicaţie coincide cu extremitatea poartă numele de 

vector nul şi se notează prin 


0 . Dacă 


 MNv , atunci vectorul 


NM , notat - 


v , poartă 

numele de vector opus vectorului 


v . 

 
2.2. Proiecţia unui vector pe un plan sau pe o dreaptă 

 

x

y

z

i


k


j


O

r


M

2
M

3
M

1
M

 

 d

v


M

M

A

A

N

N  
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 Proiecţia unui vector 


 MNv  pe o dreaptă (d) sau pe un plan (P) se obţine prin 

proiecţia extremităţilor sale pe aceea dreaptă sau pe acel plan. Se obţine astfel câte un nou 

vector, al cărui sens va fi determinat prin sensul de deplasare a proiecţiei A‟ a punctului 

A de pe vectorul 


v , când A se deplasează de la M la N (figura T 2.2). 

 Proiecţia unui vector 


v  pe o axă (d), notată prin 


vprd , este dată de relaţia 

 

                                                       cos


vvprd                                                       

(2.3) 

în care   reprezintă unghiul format de versorul vectorului 


v  şi versorul axei (d). În 

particular, putem scrie că 

 

                cos


 vvprv Oxx , cos


 vvprv Oyy  , cos


 vvprv zOz        

(2.4) 

 

unde  ,,  sunt unghiurile formate de versorul vectorului 


v  cu versorii 


i ,


j ,


k  ai 

axelor de coordonate (figura T 2.3). 

 

 Deoarece 1coscoscos 222   , obţinem că : 

                                                          2222
zyx vvvv                                                      

(2.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                           Figura T 2.3                                                      Figura T 2.4 

 

Observaţia i) Daca 


 MNv  si  MMM zyxM ,, ,  NNN zyxN ,, , atunci 

 

                                          


 kzzjyyixxv MNMNMN                             

(2.6) 

 





v




y
v

z
v

x
v

z

y

x

 

y

x A

D

C

a

c

b B
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2.3. Operaţii cu vectori liberi 

 

2.3.1. Adunarea vectorilor liberi 
 

 Definiţia 2.1: Fie 


 kajaiaa zyx  şi 


 kbjbibb zyx  doi vectori 

liberi arbitrari. Vectorul 


c dat prin relaţia 

                                           


 kbajbaibac zzyyxx                                   

(2.6) 

poartă numele de vector sumă a vectorilor 


a şi 


b  iar operaţia prin care 


c se obţine din 


a şi 


b  se numeşte adunarea vectorilor. 

 Operaţia de adunare este susceptibilă de a avea o reprezentare geometrică de o 

mare valoare practică. Vectorul 


c este segmental dirijat 


AC  care coincide cu diagonala 

trecând prin A a paralelogramului construit pe vectori 


 ABa  şi 


 ADb ca laturi (figura 

T 2.4). Construcţia astfel obţinută se numeşte regula paralelogramului. 

Observaţii : i) Vectorul sumă 


 bac poate fi obţinut şi în alt mod. Astfel, deplasând 

vectorii 


a şi 


b  paralel cu direcţia lor astfel încât punctul de aplicaţie al vectorului 


b să 

coincidă cu extremitatea vectorului 


a vom găsi că vectorul sumă 


c este vectorul ce leagă 

punctul de aplicaţie al vectorului 


a  de extremitatea vectorului 


b . Regula de sumare 

astfel obţinută se numeşte regula triunghiului (figura T 2.5). 

ii) Regula triughiului poate fi extinsă în cazul unui număr de n vectori naaa


,...,, 21 , 

2,*  nNn . Vectorul sumă 





n

i

iac
1

este vectorul care închide conturul poligonal 

format din vectorii puşi cap la cap într-o ordine oarecare, începând cu punctul de aplicaţie 

al primului dintre ei şi sfârşind cu extremitatea ultimului. Astfel, în figura T 2.6 este 

prezentată regula poligonului pentru cazul a trei vectori 321 ,,


aaa . Ordinea de sumare 

este indiferentă. 

 

 

 

 

 

 

 
a

b
c

a

bc

 

1
a
 2

a


3
a


321
aaac



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Figura T 2.5                                               Figura T 2.6 

iii) Adunarea vectorilor liberi are următoarele proprietăţi: 

1) Este asociativă, adică  



















 cbacbacba ,,, ; 

2) Este comutativa, adică  


 baabba ,,  ; 

3) Vectorul nul, 


0 , este element neutru :  


 aaaa ,00  ; 

4)    


 aa,  (numit opusul lui 


a ) astfel ca 


 0)()( aaaa . 

 

Găsim astfel că operaţia de adunare determină pe mulţimea vectorilor liberi V o 

structură de grup comutativ. Vom nota acest grup cu (V, +). În acest grup ecuaţia 


 bxa are o unică soluţie pe care o notăm prin 


 xab  şi pe care o numim diferenţa 

dintre vectorii  


a şi 


b (figura T 2.7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 2.7                                                      Figura T 2.8 

 

 

2.3.2. Înmulţirea unui vector liber cu un scalar 

 

 Definiţia 2.2 : Fie R  şi Va


. Aplicaţia 










 aaVVR ,,:"" poartă 

numele de înmulţire cu scalari. 

 

Observaţii : iv) Prin 


 a  înţelegem un vector liber construit astfel: 

1) dacă 0  şi 


 0a , atunci 


 a  este un vector liber care are aceiaşi direcţie cu 

vectorul 


a , acelaşi sens cu 


a  dacă 0 sau sens contrar lui 


a  dacă 0 şi 

lungimea egală cu 


 a  (figura T 2.8). 

2)   dacă 0 sau 


 0a , atunci 


 0a . 

A B

D

a

a -b b

b

a

 

a

)0(a 


)0(a 


)0(a 

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v) Înmulţirea vectorilor liberi cu scalari are următoarele proprietăţi : 

      1)   


 aaaa ,11  ; 

      2)       VaRaa 











,,,   ; 

      3)       VaRaaa 


,,,   ; 

      4)   VbaRbaba 











,,,  . 

 Definiţia 2.3 : Fie vectorul liber 


a . Vectorul 


u , definit prin  

                                                             






 a

a

u
1

                                                            

(2.8) 

poarta numele de versor al vectorului 


a . 

 

Observaţii : vi) Versorul 


u  are aceiaşi direcţie şi sens cu vectorul 


a  şi modulul egal cu 

unitatea. 

vii) Un mod foarte util de a proiecta un vector liber


a  pe axele unui reper cartezian Oxyz 

, utilizat în capitolele următoare , este dat de următorul algoritm (vezi şi figura T 2.9) : 

- se consideră o direcţie MN paralelă cu direcţia vectorului 


a astfel încât se cunosc 

coordonatele  MMM zyx ,,  şi  NNN zyx ,,  ale punctelor M şi N ; 

- 
     

     222

1

MNMNMN

MNMNMN
MN

zzyyxx

kzzjyyixx
MN

MN

u













 ; 

- deoarece MNMN uaaa

a

u







1

, obţinem că 

     
      



















kzzjyyixx

zzyyxx

a

a MNMNMN

MNMNMN

222

 

                      

2.3.3. Produsul scalar (interior) a doi vectori liberi 
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 Definiţia 2.4: Fie vectorii 


a şi 


b . Unghiul   ,0  determinat de două drepte 

paralele cu direcţiile vectorilor 


a şi 


b , duse prin acelaşi punct O, poartă numele de unghi 

al vectorilor


a şi 


b (figura T 2.10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 2.9                                               Figura T 2.10 

 

 Definiţia 2.5 : Fie vectorii liberi 


 kajaiaa zyx  şi 


 kbjbibb zyx . 

Vom numi produs scalar a celor doi vectori mărimea scalară notată 


 ba  şi definită prin 

relaţia 

                                                 zzyyxx babababa 


                                              

(2.9) 

 

Observaţii : viii) Din definiţia 2.5 rezultă următoarele proprietăţi ale produsului scalar : 

1) Comutativitatea :   Vbaabba 


,,  ; 

2) Distributivitatea faţă de adunare :   Vcbacabacba 











,,, . 

ix) Plecând de la definiţia (2.9) se poate deduce următoarea expresie geometrică a 

produsului scalar : 

                                                   











bababa ,cos                                                

(2.10) 

 

 Din formula (2.10) se obţin şi alte proprietăţi ale produsului scalar : 

       3)   


 bababa 0,0,  ; 

      4)      Vaaa 


,000  ; 

5) Produsul scalar poate fi un scalar pozitiv, negativ sau nul după cum unghiul 

dintre cei doi vectori este mai mic, mai mare sau egal cu 
2


 ; 

O
MN

u


 
MMM

z,y,xM

 
NNN

z,y,xN

a


z

y

x  



O

a


b


a


b

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6)   Vaaaaa 


,2

2

 ; 

7) Cu versorii 


kji ,,  ai axelor reperului cartezian Oxyz se pot forma următoarele 

produse scalare : 

0,1 


ikkjjikkjjii . 

2.3.4. Produsul vectorial (exterior) a doi vectori liberi 

 

 Definiţia 2.6 : Fie vectorii liberi 


 kajaiaa zyx  şi 


 kbjbibb zyx . 

Vom numi produs vectorial al vectorului 


a  prin vectorul 


b , şi vom nota 


 ba , ca fiind 

vectorul 


c ale cărui proiecţii pe axele reperului Oxyz sunt : 

                                 xyyxzzxxzyyzzyx babacbabacbabac  ,,                 

(2.11) 

 

Observaţii : x) Punând vectorul 


c  sub forma 

     


 kbabajbabaibabac xyyxzxxzyzzy  

observăm că el este egal cu determinantul  

 

                                                       

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

c





                                                     

(2.12) 

 

dezvoltat după elementele primei linii. 

xi) Folosind definiţia 2.6 deducem următoarea regulă de determinare a produsului 

vectorial dintre vectorii 


a  şi 


b : 

 Produsul vectorial 


 bac  este un vector de modul 











baba ,sin , 

perpendicular pe ambii factori şi dirijat astfel încât triedrul 






 

cba ,, să fie drept, adică 

rotaţia vectorului 


a în planul 






 

ba,  cu un unghi cel mult egal cu  pentru a-l 

suprapune peste 


b  să coincidă ca sens cu sensul vectorului 


c  (vezi figura T 2.11). 

xii) Produsul vectorial are următoarele proprietăţi :  

1) Anticomutativitate :   Vbaabba 


,,  ; 
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2) Distributivitate faţă de adunare :   Vcbacabacba 











,,,  ; 

3)     VbaRbababa 





























,,,   ; 

4)   Vaaa 


,000  ; 

5)   Rba 


0  astfel încât 


 ba   ; 

6) Dacă 


 ba  , atunci 


 ba  reprezintă aria paralelogramului construit pe vectorii 



a  şi 


b (vezi figura T 2.11). 

 

2.3.5. Dublul produs vectorial a trei vectori liberi 

 

 Definiţia 2.7 : Fie vectorii liberi 


cba ,, . Vectorul 











cbaw  se numeşte 

dublu produs vectorial al celor trei vectori. 

 

Observaţii : xiii) Folosind proprietăţile produsului scalar şi ale produsului vectorial se 

poate demonstra relaţia : 

                                           





























baccabcba                                       

(2.13) 

xiv) Vectorul 


w  din definiţia 2.7 este un vector coplanar cu vectorii 


b şi 


c . 

 

2.3.6. Produsul mixt a trei vectori liberi 

 

 Definiţia 2.8 : Fiind daţi vectorii liberi 


cba ,, , mărimea scalară 











cba  

poartă numele de produs mixt al celor trei vectori. 

 

Observaţii : xiv) Folosind (2.12) şi definiţia produsului scalar obţinem că : 

                                                 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba 











                                             

(2.14) 

xv) Dacă 


cba ,,  sunt vectori necoplanari, atunci modulul produsului mixt reprezintă 

volumul paralelipipedului ce se poate construi pe cei trei vectori consideraţi cu punctul de 

aplicaţie comun (figura T 2.12). 

 

 

o

A

B

C

c


b


a


cbd



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Figura T 2.11                                               Figura T 2.12 

 

xvi) Produsul mixt are următoarele proprietăţi : 

     1)   Vcbaacbbaccba 





























,,, ; 

     2)   Vcbabcacba 




















,,, ; 

     3)     VcbaRcbacbacba 





























,,,,  ; 

     4)   Vcbaacbacbacbaa 






































,,,, 212121 ; 

     5) 











0cba   i) 


 0a sau 


 0b  sau 


 0c ; 

                                       ii) 


cba ,,  sunt coplanari ; 

                                       iii)   R   astfel încât 


 cb  . 

xvii) O notaţie folosită pentru produsul mixt 











cba  este 






 

cba ,, . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



B

AO

ba




a


e
 b


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3. Reducerea sistemelor de forţe 
 

3.1. Forţe şi sisteme de forţe 

 

Prin forţă se înţelege o mărime fizică vectorială ce măsoară interacţiunea 

mecanică dintre corpurile materiale şi care caracterizează transmiterea mişcării de la un 

corp către un altul. Fiind o mărime vectorială forţa are toate atributele unui vector: punct 

de aplicaţie, direcţie, sens şi modul. 

Cele mai întâlnite forţe în natură sunt greutatea corpurilor, forţa atracţiei 

universale, forţele de frecare, forţele elastice, forţele electromagnetice etc. 

Forţele ce se exercită asupra unui sistem material se împart în: 

              - forţe exterioare – dacă sunt exercitate de corpurile din afara sistemului studiat 

asupra corpurilor din sistem; 

              - forţe interioare – dacă sunt exercitate între părţile componente ale aceluiaşi 

sistem material. 

La rândul lor, forţele exterioare se împart în forţe direct aplicate (de exemplu 

forţa de greutate) şi forţe de legătură (datorate restricţiilor de natură geometrică impuse 

corpurilor) 
Totalitatea forţelor ce acţionează asupra unui corp material se numeşte sistem de forţe. Două 

sisteme de forţe se numesc echivalente dacă sub acţiunea fiecăruia dintre ele corpul are aceiaşi 

stare mecanică. 

Orice forţă care acţionează asupra unui solid rigid are caracterul unui vector 

alunecător, adică prin alunecarea pe suportul ei efectul forţei asupra rigidului rămâne 

acelaşi. 

Pentru a caracteriza mai bine efectul unei forţe asupra unui rigid este necesar să 

se introducă şi noţiunile de moment al unei forţe în raport cu un punct şi de moment al 

unei forţe în raport cu o axă. 

 
3.2. Momentul unei forţe în raport cu un punct (pol) 

 

3.2.1. Definiţie 
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 Definiţia 3.1: Prin definiţie, momentul unei forţe 


F în raport cu un punct O este 

dat de produsul vectorial dintre vectorul de poziţie 


r  al punctului de aplicaţie A al forţei 

şi vectorul 


F , adică 

                                                            
















FrFMO                                                    

(3.1) 

 Momentul 













FMO  este un vector legat, aplicat în punctul O (figura T 3.1). El 

este  

perpendicular pe planul determinat de


r  şi 


F , are sensul dat de regula burghiului drept 

şi modulul: 

 

                        dFsinFrF,rsinFrFrFMO 



























 
                

(3.2) 

unde distanţa d (de la punctul O la suportul forţei 


F ) se numeşte braţul forţei. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 3.1                                                     Figura T 3.2               

 

Notând cu zyx F,F,F  proiecţiile forţei 


F  pe axele reperului cartezian Oxyz şi cu 

x, y, z coordonatele punctului A de aplicaţie al forţei, se obţine următoarea expresie 

analitică a momentului 













FMO : 



 d

F


A

O

F


B

 



d

F
r



A 

O

 FM


0
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         




















kFyFxjFxFzizFFy

FFF

zyx

kji

FrFM xyzxyz

zyx

O     

(3.3) 

 

3.2.2. Proprietăţi ale momentului unei forţe în raport cu un punct 

 

P1) Momentul unei forţe în raport cu un punct este nul dacă şi numai dacă suportul forţei 

trece prin acel punct (deoarece braţul forţei este nul). 

 

P2) Momentul unei forţe în raport cu un punct nu se modifică dacă forţa îşi deplasează 

punctul de aplicaţie în lungul suportului ei. 

Demonstraţie (vezi figura T 3.2): Fie A şi B două puncte pe suportul (d) al forţei 


F . 

Dacă forţa este aplicată în A, atunci 
















FOAFMO . Pentru forţa aplicată în B avem 

că 
































FOAFABFOAFABOAFOBFMO , 

deoarece 

F//AB . 

 

P3) Momentul unei forţe în raport cu un punct (pol) se modifică odată cu modificarea 

polului. 

Demonstraţie (vezi figura T 3.3): Se consideră punctele O şi O‟. În conformitate cu 

definiţia 3.1 putem scrie că 
















FOAFMO  si  





























 
FOAFOAO'OFA'OFM 'O


 FO'O . 

Rezultă că: 

                                             































FO'OFMFM O'O                                           

(3.4) 

Momentul forţei 


F  în raport cu polul O‟ rămâne neschimbat doar dacă O‟O // (d). 

 

 
3.3. Momentul unei forţe în raport cu o axă 

 



 25 

Definiţia 3.2 : Prin definiţie, momentul unei forţe 


F  în raport cu o axă ( ) este 

dat de proiecţia pe axă a momentului forţei 


F  în raport cu un punct O oarecare al axei, 

adică: 

               



























































 uFruFruFMFMprFM OO ,,               

(3.5) 

unde prin 



u   s-a notat versorul axei (  ). 

 

Observaţii: i) Definiţia dată momentului unei forţe faţă de o axă are sens deoarece 

considerând un  punct O‟, diferit de O, situat pe axa (  )vom obţine aceiaşi valoare pentru  

scalarul 








 FM (vezi figura T 3.4). Într-adevăr: 




















































 





 FMuFruFOOuFrOOuFrFM ,,,,',,',,'' , 

deoarece 


uOO //' . 

ii) Dacă considerăm că axa ( ) coincide cu axa Ox a reperului Oxyz şi că forţa 


F  se aplică în A(x, y, z), atunci 

 

                         yzzyxxO FzFyFFF

zyx

iFrFM 















 

001

,,                        

(3.6)    

Analog, xyzOzxyO FyFxFMFxFzFM 















 

, , ceea ce înseamnă că 

componentele momentului unei forţe faţă de un punct O pe axele unui triedru triortogonal 

cu originea în O reprezintă de fapt momentele aceleiaşi forţe faţă de axele triedrului. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              Figura T 3.3.                                                              Figura T 3.4 

 

 
3.4. Torsorul unei forţe în raport cu un punct 

 

 dO

O

A

F


 
 d

A

F


 FM0


 FMΔ



 FMΔ




 FM0




r


r
O

 Δ

Δu


O
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3.4.1. Operaţii elementare de echivalenţă 

 

 Se consideră un solid rigid acţionat de un sistem de forţe arbitrar. Se pune 

problema înlocuirii sistemului de forţe cu un sistem echivalent mai simplu, adică cu un 

sistem care să producă în orice punct al rigidului acelaşi efect mecanic ca şi sistemul de 

forţe iniţial. 

 

 Pentru obţinerea unor sisteme de forţe echivalente, dar mai simple, se aplică 

forţelor care alcătuiesc sistemul o serie de operaţii astfel încât aplicarea oricărei dintre ele 

să conducă la obţinerea unui sistem echivalent. Aceste operaţii, numite operaţii 

elementare de echivalenţă, sunt: 

O1) Forţa care acţionează asupra rigidului poate fi deplasată în lungul suportului ei. 

O2) În sistemul de forţe dat se pot suprima sau introduce două forţe egale şi direct opuse. 

O3) Mai multe forţe pot fi înlocuite prin rezultanta lor (obţinută pe baza regulii 

paralelogramului). 

 

3.4.2. Cuplu de forţe 

 

 Definiţia 3.3: Prin cuplu de forţe se înţelege un sistem de două forţe paralele, 

egale în modul, şi care acţionează pe suporturi diferite. 

 

Observaţia iii) : Un cuplu de forţe aplicat unui rigid tinde să-l rotească în jurul unei axe 

perpendiculare pe planul definit de suporturile celor două forţe (figura T 3.5). 

 Definiţia 3.4: Prin momentul unui cuplu de forţe se înţelege suma momentelor 

forţelor care alcătuiesc cuplul în raport cu acelaşi punct. 

 

 Vom demonstra două proprietăţi utile în cele ce urmează. 

 

P1) Proiecţia unui cuplu de forţe pe orice axă este nulă. 

Demonstraţie: Fie o axă ( ) de versor 


u . Avem că: 

0, 














































 uFuFFprFprFFpr . 

 

P2) Momentul unui cuplu nu depinde de punctul în raport cu care se calculează (deci este 

un vector liber). 

 

Demonstraţie: Fie O un punct arbitrar (vezi figura T 3.5 ). 



















 FABFOAOBFOAFOBM O  (independent de O). 

În concluzie, momentul OM


 al cuplului este perpendicular pe planul definit de 

suporturile forţelor, sensul este stabilit cu regula burghiului drept iar modulul său este 

dFM O 


, unde d reprezintă distanţa între suporturile forţelor (numită braţul 

cuplului). 

O

0M


F


B

F




A

d
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Figura T 3.5 

 

3.4.3. Torsorul unei forţe în raport cu un punct: deducere şi interpretare mecanică 

 

 Fie un rigid  ( C ) acţionat în punctul A de forţa 


F . Ne propunem să studiem 

efectul forţei 


F  în punctul O. Pentru aceasta se introduc în O forţele 


F  şi - 


F  (pe baza 

operaţiei de echivalenţă nr. 2). Forţa 


F  din A şi forţa - 


F  din O formează un cuplu 

caracterizat de momentul său 










FOAFM O , perpendicular pe planul determinat de 

punctul O şi direcţia forţei 


F  (vezi figura T 3.6 ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 3.6 

 

Deci, în punctul O va acţiona forţa 


F  (egală cu cea care acţiona în A) şi 

momentul 








FM O . Ansamblul format din cei doi vectori formează ceea ce se numeşte 

torsorul de reducere al forţei 


F , aplicată în A, în punctul O. El se notează simbolic prin 

















 
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 Torsorul de reducere reprezintă efectul mecanic exercitat de forţa 


F  (care 

acţionează în A) asupra punctului O. 

 
3.5. Torsorul unui sistem de forţe în raport cu un punct 

 

3.5.1. Deducere 

 Vom considera un solid rigid acţionat în punctele niA i ,1,   de forţele 

niF i ,1, 


.  Ne propunem să determinăm efectul mecanic produs într-un punct O de 

acţiunea simultană a celor n forţe, adică torsorul O  al sistemului (figura T 3.7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 3.7 
 

 Pentru aceasta se reduc pe rând toate forţele sistemului (vezi secţiunea 3.4.3.) şi 

se obţin în punctul O vectorii concurenţi niF i ,1, 


, respectiv niFOAM iii ,1, 


. Pe 

baza operaţiei nr. 3 de echivalenţă, forţele niF i ,1, 


, pot fi înlocuite prin rezultanta lor 


R  iar momentele niM i ,1, 


, pot fi înlocuite cu momentul rezultant OM


, obţinându-se 

astfel torsorul de reducere în punctul O al sistemului de forţe niF i ,1, 


: 

                                                           





























n

i

iO

n

i

i

O

MM

FR

1

1
                                                  

(3.7) 

 În concluzie, orice sistem de forţe ce acţionează asupra unui rigid poate fi înlocuit 

cu o singură forţă şi un singur vector moment aplicat într-un punct O convenabil ales. 

 

Observaţia iv) Dacă asupra rigidului acţionează şi p cupluri de forţe de momente 

pjM j ,1,' 


, atunci torsorul de reducere are componentele: 
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1

'

1

1
                                      

(3.8) 

 

3.5.2. Proprietăţi 

 

P1) Dacă se schimbă polul de reducere din O în O‟, atunci se modifică a doua 

componentă a torsorului după cum urmează: 









 
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 n
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n

i

ii

n

i

i

n

i

iiO FOAFOOFOAOOFAOM
1111

' '''  



 ROOM O ' , 

astfel încât: 

                                                    






















ROOMM

FR

OO

n

i

i

O

''

1'                                          

(3.9) 

 

 Forţa rezultantă este un invariant al operaţiei de reducere într-un punct al unui 

sistem de forţe (adică nu depinde de punctul de reducere). 

 

P2) Produsul scalar dintre vectorii forţă rezultantă 


R  şi moment rezultant OM


 este un 

invariant al operaţiei de reducere într-un punct al unui sistem de forţe. 

Demonstraţie: Înmulţind scalar relaţia 


 ROOMM OO ''  prin 


R  şi observând că 

0' 











RROO , obţinem că: 

                                                   


 RMRM OO ' = constant                                        

(3.10) 

 

Produsul 


RM O  se numeşte trinom invariant şi este un al doilea invariant al 

operaţiei de reducere. Pentru a justifica această denumire se consideră vectorii 


R  şi OM


 

proiectaţi pe axele reperului cartezian Oxyz  (


 kRjRiRR zyx , 



 kMjMiMM zOyOOxO ) şi se utilizează relaţia (2.9). Se obţine: 
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                                         zOzyOyxOx MRMRMR  = constant                              

(3.11) 

 

P3) Proiecţia momentului rezultant pe direcţia forţei rezultante este un invariant al 

operaţiei de reducere. 

Demonstraţie: Fie Ru


 versorul direcţiei forţei rezultante 


R  şi RM  proiecţia momentului 

rezultant pe direcţia rezultantei  (figura T 3.8). Atunci: 

 

R

RM
uMM

O
ROR


 

  = constant. 

Observaţia v) RM  nu este un invariant independent de rezultanta 


R  şi trinomul invariant 



RM O , el rezultând ca raport al celor doi. Pentru operaţia de reducere a unui sistem de 

forţe într-un punct avem doi invarianţi şi anume 


R  şi 


 RM O  sau 


R  şi RM . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 3.8                                                          Figura T 3.9 

 

 
3.6. Torsor minimal. Axă centrală. 

 

3.6.1. Torsor minimal 

 

Dacă facem reducerea unui sistem de forţe niF i ,1, 


 în diferite puncte ale 

spaţiului se constată că torsorul de reducere este diferit datorită modificării momentului 

rezultant (figura T 3.9). Acesta se descompune în două componente: 

 RM


 - pe direcţia rezultantei 


R ; 

 NM


- pe direcţia aflată la intersecţia planului normal în O pe 


R  cu planul 

determinat de vectorii 


R  şi OM


. 

 

 Putem scrie: 

O

0
M


R
M


R
u


 

 d

0M


NM


RM


Ru


R


O
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                                         22
, NRONRO MMMMMM 



                             

(3.12) 

 Deoarece RM


 este un invariant al operaţiei de reducere rezultă că modificările 

momentului rezultant se datoresc componentei NM


 care, în funcţie de punctul de 

reducere, poate ocupa orice poziţie şi orice valoare în planul normal pe direcţia 

rezultantei. Valoarea minimă a momentului rezultant se va obţine atunci când NM


= 


0 : 

                                                             RMM


min                                                      (3.13 

) 

 

 Torsorul de reducere alcătuit din rezultanta 


R  şi momentul minim se numeşte 

torsor minimal (figura T 3.10): 

 

                                 


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

R
R

RM
uMMM

R

O
RRR

2
min

min :                              

(3.14) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 3.10 

 

 

3.6.2. Axa centrală 

 

 Definiţia 3.5 : Locul geometric al punctelor din spaţiu în care făcând reducerea 

se obţine torsorul minimal se numeşte axă centrală. 

 

 Fie P(x, y, z) un punct oarecare al axei centrale în raport cu un reper cartezian 

Oxyz. Atunci: 

zOyOxO

zOyOxOOP

MMM

zyx

kji

kMjMiMRPOMM 





 

 d

R


RMM


min
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Rezultă proiecţiile: 

   zxyOyPyzxOxP xRRzMMzRRyMM  ,  , 

                                                   xyzOzP RyRxMM                                          

(3.15) 

 

 Observând că într-un punct al axei centrale componentele torsorului de reducere 

sunt vectori coliniari 











RMM P //min  şi folosind condiţia de coliniaritate a doi 

vectori, obţinem: 


z

yP

y

yP

x

xP

R

M

R

M

R

M
 

                   
z

xyzO

y

zxyO

x

yzxO

R

RyRxM

R

RxRzM

R

RzRyM 






             

(3.16) 

reprezentând ecuaţia unei drepte în spaţiu dată ca intersecţie de două plane. 

 

Observaţii: vi ) Dacă 


 0R , atunci noţiunea de axă centrală îşi pierde sensul . 

vii) Axa centrală mai poate fi definită şi ca locul geometric al punctelor în care rezultanta 


R  şi vectorul moment rezultant OM


 sunt coliniari (dacă 0


OMR ). 

 

 
3.7. Cazuri de reducere ale unui sistem de forţe oarecare 

 

 Reducerea unui sistem de forţe ce acţionează asupra unui rigid revine la 

înlocuirea acestuia cu cel mai simplu sistem de forţe care are acelaşi torsor cu al 

sistemului dat. Cum momentul rezultant apare ca un cuplu de forţe aplicat unui rigid, se 

poate enunţa următoarea teoremă fundamentală a reducerii: 

  

 Un sistem de forţe aplicate unui rigid este echivalent cu o forţă unică, egală cu 

rezultanta sistemului, aplicată într-un punct arbitrar O şi un cuplu de forţe al cărui 

moment este momentul rezultant al sistemului în raport cu punctul O. 

 

 Funcţie de valorile modulelor celor doi vectori se disting următoarele cazuri: 

 I) 


 0,0 OMR : Un sistem de forţe care are torsorul nul se numeşte 

echivalent cu zero. Forţele acestui sistem îşi fac echilibrul şi, în consecinţă, un rigid 

acţionat de un astfel de sistem de forţe se află în echilibru. 

 II) 


 0,0 OMR : Un sistem de forţe care are torsorul de reducere alcătuit 

doar din momentul OM


 este echivalent cu orice cuplu care acţionează într-un plan (P) 

 P

O

0M


F


F



d
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perpendicular pe OM


 şi al cărui moment să coincidă cu OM


 ca sens şi mărime, adică 

dFM O 


, unde d este braţul cuplului (figura T 3.11). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 3.11                                                   Figura T 3.12 

 

III) 


 0,0 OMR : Torsorul de reducere constă doar din rezultanta 


R . Sistemul de 

forţe este echivalent cu o forţă unică egală cu 


R  şi aplicată în O (figura T 3.12) 

IV) 


 0,0 OMR  

 

        a) 0


OMR  (adică OMR


 ) : Sistemul de forţe este echivalent cu o forţă unică, 

egală cu 


R , şi care acţionează chiar pe axa centrală a sistemului (figura T 3.13) 

deoarece în punctele ei momentul are valoarea minimă, care în acest caz este nulă 
























0min
R

MR
MM

O

R . 

 

        b) 0


OMR  (adică OMR


 ) : Pentru a obţine un sistem echivalent, dar mai 

simplu, se descompune vectorul OM


 în două componente şi anume componenta RM


 pe 

direcţia rezultantei şi componenta NM


 din planul (P) normal pe direcţia rezultantei 

(figura T 3.14). Vectorii NM


 şi 


R , perpendiculari între ei (cazul IV a), pot fi înlocuiţi cu 

forţa  


R  dirijată pe axa centrală astfel încât sistemul de forţe este echivalent cu torsorul 

minimal, adică din forţa 


R  aplicată pe axa centrală şi un cuplu alcătuit din forţele 


F  şi - 



F  din planul (P), braţul cuplului fiind 






R

M

d

R

 iar sensul forţelor ales astfel încât 

momentul cuplului să fie egal cu RM


. 
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Figura T 3.13                                                  Figura T 3.14 

 

 
3.8. Reducerea sistemelor particulare de forţe 

 

3.8.1. Reducerea forţelor concurente 

 

 Definiţia 3.6 : O mulţime de n forţe, ,,1, niF i 


ale căror suporturi trec prin 

acelaşi punct O, formează un sistem de forţe concurente. 

 

 Toate forţele pot aluneca pe suporturile lor astfel încât punctele de aplicaţie să 

ajungă în O. Momentele acestor forţe faţă de punctul O sunt nule iar forţele pot fi 

înlocuite cu rezultanta lor. În concluzie, un sistem de forţe concurente este echivalent cu o 

forţă unică, egală cu rezultanta 





n

i

iFR
1

, al cărui suport trece prin punctul O sau este 

echivalent cu zero dacă 


 0R . 

 

3.8.2. Reducerea forţelor coplanare 

 

 Definiţia 3.7 : O mulţime de n forţe, ,,1, niF i 


 ale căror suporturi sunt toate 

conţinute într-un acelaşi plan (P) formează un sistem de forţe coplanare (figura T 3.15).  

 

Notând cu Oxyz planul forţelor şi observând că : 

 

                                   nijFiFFjyixr yixiiiii ,1,, 


                           

(3.17) 

 

găsim pentru elementele torsorului în O expresiile analitice: 
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(3.18) 
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 Deoarece 0


OMR  rezultă că sistemul de forţe coplanare nu poate fi niciodată 

echivalent cu torsorul minimal. Cazurile de reducere pentru sistemul de forţe coplanare 

rezultă din cazurile de reducere a forţelor oarecare şi sunt următoarele: 

 

 I)    


 0,0 OMR : Sistemul de forţe este echivalent cu zero. 

 II) 


 0,0 OMR : Sistemul de forţe este echivalent cu un cuplu de moment 

OM


. 

 III) 


 0,0 OMR : Sistemul de forţe este echivalent cu o forţă unică, egală cu 

rezultanta 


R , aplicată în O. 

 IV) 


 0,0 OMR : Sistemul de forţe este echivalent cu o forţă unică, egală cu 


R , aplicată într-un punct al axei centrale. 

 

 Ecuaţiile axei centrale rezultă prin particularizarea ecuaţiilor din cazul general 

 0 zMMR yOxOz . Se obţine: 

                                                       








0z

MRyRx zOxy
                                              

(3.19) 

adică dreapta de ecuaţie zOxy MRyRx  din planul forţelor. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 3.15                                                   Figura T 3.16 

 
3.8.3. Reducerea forţelor paralele 

 

 Definiţia 3.8 : O mulţime de n forţe, ,,1, niF i 


, ale căror suporturi sunt drepte 

paralele între ele formează un sistem de forţe paralele. 
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 Fie 


u versorul direcţiei comune pentru forţele paralele ,,1, niF i 


 (figura T 

3.16). Putem scrie că niuFF ii .,1, 


, unde 0iF dacă sensul forţei iF


 coincide cu 

sensul versorului 


u  şi 0iF  în caz contrar. 

 Elementele torsorului de reducere în O sunt : 
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(3.20) 
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(3.21) 

 În consecinţă, 0


OMR  iar cazurile de reducere ale unui sistem de forţe 

paralele sunt aceleaşi cu cele din cazul forţelor coplanare. Pentru determinarea axei 

centrale vom folosi relaţia (3.21) şi observaţia că într-un punct al axei centrale momentul 

rezultant este nul. Pentru un punct arbitrar P al axei centrale putem scrie: 
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






























































 urFrF0urFrF

n

1i
i

n

1i

ii

n

1i
i

n

1i

ii  

                                                   


















u

FF

rF

r
n

1i
i

n

1i
i

n

1i

ii

                                           

(3.22) 

Notând : 

                                              




















n

1i
i

n

1i

ii

C
n

1i
i F

rF

r,

F

                                    (3.22) 

obţinem următoarea ecuaţie numită ecuaţia vectorială a axei centrale : 

                                                            


 urr C                                                     

(3.23) 

 Ecuaţia (3.23) reprezintă ecuaţia unei drepte ce trece prin punctul fix C (numit  
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centrul forţelor paralele) şi care este paralelă cu axa    de versor 


u  (vezi figura T 

3.17). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 3.17 

 

 Într-un sistem cartezian Oxyz coordonatele centrului forţelor paralele sunt : 

                                








n

i

i

n

i

ii

C

F

xF

x

1

1    ,   








n

i

i

n

i

ii

C

F

yF

y

1

1    ,   








n

i

i

n

i

ii

C

F

zF

z

1

1                    

(3.24) 

 Centrul forţelor paralele are următoarele proprietăţi (fără demonstraţie): 

P1) Se poate schimba direcţia tuturor forţelor cu acelaşi unghi şi în acelaşi sens şi axa 

centrală va trece tot prin punctul C ; 

P2) Se poate multiplica mărimea tuturor forţelor cu acelaşi scalar şi centrul forţelor 

paralele rămâne nemodificat; 

P3) Poziţia centrului forţelor paralele nu depinde de alegerea sistemului de referinţă (este 

o proprietate intrinsecă a sistemului de forţe). 

 
3.9. Probleme rezolvate 

 

R 3.1) Asupra unei bare cotite ABCD acţionează forţa 


F , de modul 100 N. Să se 

determine momentul forţei 


F  faţă de punctele A şi B (figura R 3.1). Dimensiunile sunt 

date în cm. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

z

)(Δ

C

u


cr


u




r


O

 

x

B
C

D

4
4

4

8
F


10

8

A

y

z

E

 x
A

B

y

z

D

CO

10

10

20

F

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Figura R 3.1                                       Figura R 3.2 

Rezolvare: Ca un prim pas să determinăm expresia analitică a forţei 


F : 

 










 kji

kji

DE

DE
FuFF DE 8,408,406,81

448

448
100

222
    (N) 

  

Conform definiţiei 3.1 avem că: 



















kji

kji

FADFM A 6,818,2442,163

8,408,406,81

8410     (N cm ) 

 În plus,  


















FBAFMFM AB  

sau 



















kji

kji

FBDFM B 6,3258,6522,163

8,408,406,81

840      (N cm ) 

 

R 3.2) Pe diagonala AC a paralelipipedului dreptunghic din figura R 3.2 acţionează forţa 


F , de modul 1000 N. Aflaţi momentul acestei forţe faţă de dreapta orientată DC. 

Dimensiunile sunt date in cm. 

 

Rezolvare: Folosind definiţia 3.2 obţinem că: 

 


































 

DCDCCDCDC uFCAuFCAFMprFM ,,     (*) 

 

 Dar A(10, 0, 0), B(0, 20, 10), C(0, 20, 0) şi D(10, 20, 10), astfel încât: 

 





















kji
kji

FjiCA 2
6

1000

100400100

102010
1000,2010 , 





















ki
ki

u DC
2

1

100100

1010
 

  

Din (*) găsim acum că: 
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3

10000

2

1
0

2

1
6

1000

6

2000

6

1000
02010

















FM DC    (N cm ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 3.3.1.                                        Figura R 3.3.2. 

 

R 3.3) Asupra cubului OABCDEFG de latură a din figura R 3.3.1. acţionează un sistem 

de patru forţe, având punctele de aplicaţie, direcţiile şi sensurile din figură şi modulele 

PFPFPFPF 2,3,2, 4321   şi un cuplu de moment PaM   pe direcţia OD. 

Se cere: 

a) Să se calculeze şi să se reprezinte torsorul de reducere în punctul O; 

b) Cu ce este echivalent sistemul de forţe ? 

c) Să se calculeze, dacă este cazul, momentul minim; 

d) Să se determine ecuaţiile axei centrale; 

e) Să se determine torsorul de reducere în punctul E. 

Rezolvare: a) Elementele torsorului de reducere în punctul O sunt: 







































MFMM

FR

i
iOO

i
i

O 4

1

4

1
  

 Se vor proiecta pe rând forţele 4,1, 


iF i , pe axele sistemului Oxyz şi se vor 

determina apoi momentele acestor forţe în raport cu punctul O. Rezultatele vor fi trecute 

în tabelul T 3.1. 

   Forţa 1



F : Fiind dirijată pe o paralelă la axa Oy se proiectează numai pe această axă.  

Deci : PFFF yzx  111 ,0 . Momentul forţei 1



F  în raport cu punctul O este dat de  

relaţia: 

z

M


A B

C

D

E F

G

3
F


4
F


1
F


2
F


x

y

 

O

z

y

x

aP

aP2P2
P2

R


0M


 



 40 















kPa

P

a

kji

FOAFM O

00

0011  

deoarece A(a, 0, 0). 

   Forţa 2



F : 









 kPiP

aa

kaia
P

AD

AD
FuFF AD

22
222 2 , deoarece 

D(0,0,a). În plus, 


















jPa

PP

a

kji

FOAFM O

0

0022 . 

   Forţa 3



F : 









 kPjPiP

aaa

kajaia
P

DB

DB
FuFF DB

222
333 3  şi 



















jPaiPa

PPP

a

kji

FODFM O 0033 . 

   Forţa 4



F : Fiind paralelă cu axa Ox se proiectează în adevărată mărime pe această axă, 

adică 


 iPF 24 . În plus, 














kPajPa

P

aa

kji

FOGFM O 22

002

044 . 

   Momentul 


 kPaMM : . 

Forţa 
xF  yF  zF  xM  yM  zM  

1F



 

0 P 0 0 0 a P 

2F



 

- P 0 P 0 - a P 0 

3F



 

P P - P - a P a P 0 

4F



 

2 P 0 0 0 2 a P - 2 a P 



M  

- - - 0 0 aP 

  2 P 2 P 0 - a P 2 a P 0 

Tabelul T 3.1 
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 Din tabelul T 3.1 deducem că: 

 

















jPaiaPM

jPiPR

O

O

2

22
:  

şi 5,22 aPMPR O 


. Elementele torsorului de reducere sunt reprezentate în 

figura R 3.3.2. 

   b) Deoarece 


 0,0 OMR  şi   02222 2


aPaPPaPPMR O , sistemul 

de forţe este echivalent cu un torsor minimal. 

   c) 

















ji
Pa

R

R

R

MR
M

O

2min . 

   d) Ecuaţiile generale ale axei centrale (3.11) se rescriu pentru această problemă sub 

forma: 

 










0

220

2

022

2

20 PyPx

P

xPzaP

P

PzyaP
 

034,0  azyx . 

Observaţie: Axa centrală a fost obţinută ca intersecţie a planelor de ecuaţie yx  şi 

4

3a
z  . 

   e) Torsorul în punctul E(a,0,a) este format din vectorul forţă rezultantă 


 jPiPR 22  şi vectorul moment rezultant: 

 







 kaPiaP

PP

aa

kji

jaPiaPREOMM OE 2

022

02 . 

 

R 3.4) Placa hexagonală OABCDE de latură a din figura R 3.4.1 este solicitată de patru 

forţe 4,1, 


iF i , situate în planul său şi un cuplu de forţe de moment 


M  (perpendicular 

pe planul plăcii). Dacă PFF  31 ,  RaCFPaMPFPF  ,
2

3
,2,3 42 , 

se cere: 

 

a) Torsorul de reducere în O (discuţie în funcţie de valorile parametrului   ); 

b)  Ecuaţia axei centrale; 

c) Reprezentarea grafică a torsorului în O şi a axei centrale. 
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Figura R 3.4.1                                       

 

Rezolvare: a) Fiind un sistem de forţe coplanare (situat în planul Oxy), forţele vor avea 

proiecţii doar pe axele Ox şi Oy iar momentele acestor forţe în raport cu punctul O vor fi 

perpendiculare pe planul Oxy, deci 4,1,0  iMMF yixizi . Modulele momentelor 

vor fi calculate cu relaţia (3.2) iar sensul cu regula burghiului drept. 

 

   Forţa 1



F  : PFF x 2

1
60cos 0

11    , PFF y 2

3
60sin 0

11  , 

                     01 








FM O  ( O aparţine suportului forţei 1



F ). 

  Forţa 2



F  : PFF x 2

1
30cos 0

22    , PFF y 2

3
30sin 0

22  , 

                    02 








FM O  ( O aparţine suportului forţei 2



F ). 

  

 Forţa 3



F : 0, 333  yx FPFF , 

                     PaOEFEDOdFFM O 2

1
60sin, 0

333 






 

 (având sensul axei Oz, 

proiecţia este pozitivă). 

   Forţa 4



F : PFFF yx 2,0 444  , 

PaCFFFOdFFM O 360sin, 0
4444 
















 

 (deoarece are sensul opus 

celui pozitiv pe Oz, această proiecţie este negativă).  

   Momentul 


M  : PaMM
2

3




. 

 

y

xO

A B

C

DE

M


1
F


2
F


3
F


4
F


F
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   Rezultatele au fost sintetizate în tabelul T 3.4. 

 

Forţe 
xF  yF  zM  

1



F  P
2

1
 P

2

3
 

 

0 

2



F  P
2

3
 P

2

3
 

 

0 

3



F  
P 0 

Pa
2

3
 

4



F  
- 2P 0 - Pa3  



M  
- - 

- Pa
2

3
 

  P P3  - Pa3  

 

Tabelul T 3.4 

 

Se obţine torsorul: 

















kPaM

jPiPR

O

O





3

3
 

b) Ecuaţia (3.14) a axei centrale are în cazul nostru forma : 

ayx 33  . 

c) Reprezentarea în funcţie de valorile parametrului real   a torsorului de reducere şi a 

axei centrale este dată în figura R 3.4.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 3.4.2 

axa

centrala

axa

centrala

O

y

x

R


3

O

y

x

R


a

axa

centrala

O

y

x

R


a

0 0 0

a  3 

a  3 
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R 3.5) Se dau forţele paralele 
___

4,1, 


iF i , având direcţiile şi sensurile din figura R 3.5 , 

modulele PFPFPFPF 6,5,8,4 4321   şi punctele de aplicaţie 

 aaA 5,0,31 ,   
















2

5
,0,

2

3
,0,4,0,0,2,

2

3
432

aa
AaAa

a
A , respectiv. Se cere : 

 

 a ) Să se determine torsorul de reducere în punctul O ; 

 b ) Să se determine centrul forţelor paralele ; 

 c ) Să se determine ecuaţia vectoriala a axei centrale. 

 

 Rezolvare: a) Forţele se proiectează în adevărată mărime pe Oz şi dau momente 

doar pe axele Ox şi Oy. Proiecţiile acestor vectori sunt date în tabelul T 3.5. 

 

 
Forţe 

zF  xM  yM  

1



F  
- 4 P 0 12 a P 

2



F  
8 P 16 a P - 12 a P 

3



F  
- 5 P - 20 a P 0 

4



F  
6 P 0 - 9 a P 

  5 P - 4 a P - 9 a P 

 
Tabelul T 3.5 

 

O  : 


 kPR 5   ,     


 jPaiPaM O 94  

 

b ) Coordonatele centrului forţelor paralele sunt: 

 

a

F

zF

a

F

yF

a

F

xF

i
i

i
ii

i
i

i
i

i

i
i

i
ii



























4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1
,

5

4
,

5

9
  

Rezultă 







 aaaC ,

5

4
,

5

9
. 

c ) Ecuaţia vectorială a axei centrale este : 

 

 


 kajaiakrr C 
5

4

5

9
 

unde   este o constantă arbitrară. Axa centrală este o dreaptă paralelă cu Oz şi care 

conţine punctul C . 
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Figura R 3.5                                       Figura TC 3.1 

 

3.10. Probleme propuse 
 

3.10.1. Teste clasice 

 

TC 3.1) Asupra piramidei triunghiulare OABC din figura TC 3.1, având laturile AB = AC 

= a şi 030






 

OABmas , acţionează forţele 21,


FF  şi 3



F  orientate ca în figură şi având 

modulele 
2

3
, 321 FFFFF 


. Se cere: 

a) Să se reducă sistemul de forţe în raport cu punctul O şi să se reprezinte grafic 

elementele torsorului de reducere obţinut; 

b) Cu ce este echivalent sistemul celor trei forţe? 

TC 3.2) Se consideră paralelipipedul dreptunghic OABCO‟A‟B‟C‟de laturi OA = 3a , 

OC = 4a, OO‟=12a solicitat ca în figura TC 3.2 , unde PFPFPF 21,26,10 321   şi 

M= 6aP. Pe latura O‟A‟ acţionează o sarcină liniar distribuită ( paralela cu Oz ) , ce 

variază de la valoarea 0 în punctul O‟ la valoarea 
a

P
q

2
  în punctul A‟. Se cere : 

 a ) Torsorul de reducere în O ; 

 b ) Cu ce este echivalent sistemul dat ? 

 c ) Ce forţă şi ce moment trebuie să se introducă în O pentru ca noul sistem de 

forţe să se reducă la o rezultantă unică iar axa centrala să treacă prin A şi B ? 
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TC 3.3) O bară încastrată, având dimensiunile din figura TC 3.3, este solicitată de 

sistemul de forţe coplanare 
___

4,1, 


iF i  , având direcţiile şi sensurile din figură şi 

modulele PF 1 , 2,3,2 432 PFPFPF  . Se cere : 

 a ) Torsorul de reducere în punctul O ; 

 b ) Cu ce este echivalent sistemul de forţe ? 

 c ) Ecuaţia axei centrale . 

 

TC 3.4) Se dau forţele paralele 


 iPFiPFiPFiPF 2,10,5, 4321 , care 

acţionează în punctele    ,2,,,0,2, 21 aaaAaaA     ,,0,0,4,,2 43 aAaaaA   respectiv. Se 

cere: 

a) Să se calculeze şi să se reprezinte torsorul de reducere în punctul O; 

b) Să se determine centrul forţelor paralele şi să se determine axa centrală. 

 

3.10.2. Teste grilă 

TG 3.1) Un sistem de forţe oarecare se reduce la o forţă unică, egală cu rezultanta 


R , şi 

care acţionează pe axa centrală a sistemului dacă elementele torsorului de reducere 








 

OO MR,  în raport cu punctul arbitrar O verifică condiţiile: 

a) 


 0,0 OMR  ; b) 0,0,0 


OO MRMR  ; c) 0,0,0 


OO MRMR  ; 

d) OMR


// . 

 

TG 3.2) Punctul de aplicaţie al forţei 


 jiF 310  (N) are vectorul de poziţie 



 kjr 105  (m) în raport cu originea sistemului cartezian Oxyz. Care este momentul 

forţei 


F  în raport cu diagonala AD a paralelipipedului dreptunghic din figura TG 3.2. 

a) 
17

84
   ;   b) 0   ;   c) 

17

92
   ;   d) 

17

101
. 
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TG 3.3) Suma momentelor cuplurilor de forţe ce acţionează în lungul diagonalelor 

paralelipipedului dreptunghic din figura TG 3.3 este: 

a) 


 kjiM 07,8036,2235,35   ;  b) 


 0M ; 

c)   


 kjiM 65,1407,,9114,50   ;  d) 


 kiM 92,4714,23 . 

 

3.11. Indicaţii şi răspunsuri 
 

TC 3.1) a) 
























kjiFaM

R

O 3
4

3

0

0 ; 

b) Sistemul de forţe este echivalent cu un cuplu de forţe de moment OM


. 

 

TC 3.2) a ) Sarcina liniar distribuită este echivalentă cu forţa rezultantă 


 kPF 3  , 

aplicată în centrul D (2 a , 0 , 12 a ) al forţelor paralele distribuite . 

 

Forţe 
xF  yF  zF  xM  yM  zM  

1



F  
- 6 P 8 P 0 0 0 24 a P 

2



F  
6 P - 8 P 24 P 96 a P 0 - 24 a P 

3



F  
0 0 - 21 P 0 0 0 



F  
0 0 - 3 P 0 6 a P 0 



M  
- - - 0 - 6 a P 0 

  0 0 0 96 a P 0 0 

 

O  : 


 0R , 


 iPaM O 96  

 

b ) Sistemul de forţe este echivalent cu un cuplu de forţe de moment


 iPaM O 96 . 

c ) Fie 


 kFjFiFF zyx
''''   si  



 kMjMiMM zyx
''''  forţa şi 

momentul necesar a fi introduse în punctul O . Noul torsor de reducere în O este : 

'
O : 



 kFjFiFR zyx
'''' ,  



 kMjMiMPaM zyxO
'''' 96  

Deoarece rezultanta este paralelă cu axa centrală ( dreapta AB ) se impun 

condiţiile 0''  zx FF . Ecuaţiile axei centrale sunt : 
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00

96 ''

'

'''
yz

y

yyx FxM

F

MFzMPa 



 

sau 

'

'

'

' 96
,

y

x

y

z

F

PaM
z

F

M
x


  

În plus , '''' yyO MFMR 


. Ecuaţiile axei centrale  sunt : x = 3 a , z = 0. 

Rezultă: 

PaMFaM xyz 96,3 '''   

Sistemul se reduce la o forţă unică dacă 0' ' 


OMR  , adică 0' yM ( dacă 

0' yF , noţiunea de axă centrală îşi pierde sensul ) . Deci  



 kFaiPaMjFF yy
'' 396','  

unde '
yF  este o constantă arbitrară . 

 

TC 3.3) a ) 

 

Forţe 
xF  yF  zF  

1



F  
0 P a P 

2



F  
0 - 2 P - 4 a P 

3



F  
3 P 0  222

3   a P 

4



F  
- P - P - 3 a P 

  2 P - 2 P         13
2

2   a P 

 

O  : 


 jPiPR 22  ,   PaM O 











1
2

2
3  

b ) 0,0,0 


OO MRMR  

      Sistemul de forţe este echivalent cu o forţă unică, egală cu rezultanta, situată pe axa 

centrală. 

c )   ayx 22
4

3
 . 

 

TC 3.4) a) Vezi problema R 3.5. 


 kPajPaMiPR OO 710,4: ; 
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b) Centrul forţelor paralele este punctul 







aaaC 8,

4

7
,

2

13
. 

 

 

TG 3.1) Vezi “Cazuri de reducere a unui sistem de forţe oarecare”. Răspuns corect: b). 

 

TG 3.2) Se foloseşte faptul că ADAAD uFMFM


















, unde 



















FAOFMFM OA  şi A(2, 0, 0), D(0, 2, 3). Răspuns corect: c). 

 

TG 3.3) 21



 MMM , unde 1



M  este un vector liber, perpendicular pe planul ABC‟O‟, 

de sens trigonometric şi modul mNmNM  501051  iar 2



M  este un vector liber, 

perpendicular pe planul BCO‟A‟, de sens trigonometric şi modul 

mNmNM  5051021 . Răspuns corect: a). 

 

 

 

4. Centre de masă 
 

4.1. Greutatea corpurilor 

 

 

 Un corp de masă m aflat la suprafaţa Pământului este supus atracţiei acestuia. 

Asupra sa acţionează o forţă 


 gmG , numită greutate, unde 


g este acceleraţia 

gravitaţională terestră. Valoarea acceleraţiei gravitaţionale variază cu latitudinea şi 

altitudinea dar aceste variaţii sunt mici şi în calcule se poate considera valoarea medie 

2/81,9 smg  . În ceea ce priveşte direcţia sa, vectorul 


g  este aproximativ dirijat către 

centrul Pământului, existând o mică deviaţie datorată mişcării de rotaţie a Pământului. 

  

Dacă într-o problemă concretă de mecanică corpurile ce intervin se află 

răspândite pe o regiune ale cărei dimensiuni sunt neglijabile în raport cu cele ale 

Pământului, atunci câmpul de vectori 


g  poate fi considerat constant şi, prin urmare, 

greutăţile diferitelor puncte materiale pot fi considerate ca forţe paralele şi se pot folosi 

rezultatele obţinute la reducerea sistemelor de forţe paralele. 

 
4.2. Centrul de masă (greutate) al unui sistem de puncte materiale 

 

 Se consideră sistemul de puncte materiale niA i ,1,  , de greutăţi ,,1, niG i 


şi 

vectorii de poziţie nir i ,1, 


 (figura T 4.1). Un astfel de sistem de forţe este echivalent 
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cu o forţă unică, egala cu 



















  gMgmG

n

i

i

1

(unde M este masa sistemului), şi 

numită greutatea sistemului. Ea acţionează într-un punct al axei centrale, care este o 

dreaptă paralelă cu direcţia forţelor şi care trece prin centrul forţelor paralele de greutate 

definit prin: 

 

 

                                                        














n

i

i

n

i

ii

C

G

rG

r

1

1                                                         

(4.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 4.1           

                                                    

 Punctul C se numeşte în acest caz centru de greutate al sistemului de puncte 

materiale. Înlocuind ,,1, nigmG ii   în (4.1) şi simplificând prin g obţinem: 

                                                           














n

i

i

n

i

ii

C

m

rm

r

1

1                                                      

(4.2) 

 Proiectând relaţia (4.2) pe axele sistemului cartezian Oxyz  obţinem coordonatele 

punctului C: 
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 51 

                          








n

i

i

n

i

ii

C

m

xm

x

1

1    ,   








n

i

i

n

i

ii

C

m

ym

y

1

1    ,   








n

i

i

n

i

ii

C

m

zm

z

1

1                       

(4.3) 

 

 Expresiile (4.2) şi (4.3) nu depind de g  ci numai de distribuţia maselor 

nim i ,1,  . Se poate introduce astfel noţiunea de centru de masă al unui sistem de puncte 

materiale, punctul C fiind deci centrul de masă al sistemului de mase nim i ,1,  . 

 Noţiunea de centru de masă este mai generală decât cea de centru de greutate, 

care are sens doar pentru mase aflate în câmp gravitaţional (nu neaparat terestru). Astfel, 

este impropriu să vorbim despre centrul de greutate al sistemului planetar dar se poate 

vorbi despre centrul de masă al acestuia (care se află foarte aproape de centrul de masă al 

Soarelui). Centrul de masă şi centrul de greutate coincid însă în cazul unui sistem de 

puncte materiale aflat în câmp gravitaţional uniform. 

 
4.3. Centru de masă al unui solid rigid 

 

 În cazul unui solid rigid (figura T 4.2) formulele (4.2) şi (4.3) se modifică în 

sensul că sumele se transformă în integrale: 

                                                         










)(

)(

D

D
C

dm

dmr

r                                                         

(4.4) 

                        






)(

)(

D

D

C

dm

dmx

x    ,   






)(

)(

D

D

C

dm

dmy

y    ,   






)(

)(

D

D

C

dm

dmz

z                         

(4.5) 

unde (D) este domeniul ocupat de solidul rigid. 

 

 Pentru studiul centrului de masă al solidului rigid este necesar să se introducă o 

nouă mărime şi anume densitatea. Din punct de vedere al densităţii, corpurile se împart în 

corpuri omogene (de densitate constantă) şi corpuri neomogene (de densitate variabilă). 

 

 

 Se pot defini următoarele categorii de densităţi: 

- pentru corpuri cu masa repartizată spaţial pe un volum V (toate cele trei 

dimensiuni au acelaşi ordin de mărime), densitatea volumetrică: 

                                                 









V

M

dV

dm
VV  sau                                                 

(4.6) 
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- pentru corpuri cu masa repartizată pe o suprafaţă de arie A (una din 

dimensiuni este neglijabilă în raport cu celelalte două), densitatea 

superficială: 

                                                 









A

M

dA

dm
SS  sau                                                 

(4.7) 

- pentru corpuri cu masa repartizată pe o curbă de lungime L (două dintre 

dimensiuni sunt neglijabile în raport cu cea de-a treia), densitatea liniară: 

                                   









L

M

dL

dm
LL  sau                                                  

(4.8) 

Definiţiile din paranteză corespund corpurilor omogene. 

 

Înlocuind în relaţia (3.4) elementul de masă dm, respectiv, cu: 

 

                  dLdmdAdmdVdm LSV   ,,                            

(4.9) 

                       
)(D

VdV    ,    
)(D

AdA    ,    
)(D

LdL                              

(4.10) 

 

se obţin, după simplificarea densităţilor, relaţiile: 

 

                         
V

dVr

r
D

C







)(

   ,   
A

dAr

r
D

C







)(

   ,   
L

dLr

r
D

C







)(

                     

(4.11) 

 

valabile pentru corpuri omogene cu masa distribuită spaţial, superficial sau liniar. În cazul 

corpurilor neomogene se utilizează  relaţia (4.4), unde dm se obţine din (4.9). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 4.2 

 
4.4. Proprietăţi ale centrului de masă 
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 Centrul de masă al unui sistem de puncte materiale sau al unui solid rigid are 

următoarele proprietăţi (fără demonstraţie): 

 

P1) Poziţia centrului de masă nu depinde de sistemul de referinţă ales, fiind un 

punct intrinsec al sistemului material. 

P2) Dacă corpul (sistemul de puncte materiale) are un plan, o axă sau un centru 

de simetrie, atunci centrul maselor se află în acel plan, pe acea axă sau în acel punct. 

P3) Dacă un sistem (S) de puncte materiale se compune din n subsisteme 

     nSSS ,...,, 21 , ale căror mase niM i ,1,  , şi centre de masă niCi ,1,  , se cunosc 

atunci centrul de masă al sistemului (S) se poate obţine considerând că masele sistemelor 

componente s-ar concentra în centrele de masă (figura T 4.3), adică: 

                                       















n

i

i

n

i

Ci

C

M

rM

r

i

1

1                                                      

(4.12) 

unde 
iCr



 reprezintă vectorii de poziţie ai punctelor niC i ,1,  . 

 P4) Daca un sistem de puncte materiale (S) poate fi considerat ca provenind 

dintr-un sistem de puncte materiale  1S  din care s-a scos un alt sistem  2S  şi dacă se 

cunosc masele 1M  şi 2M  şi centrele de masă 1C  şi 2C  ale acestora (figura T 4.4), 

atunci centrul de masa al sistemului (S) se poate obţine considerând că în 1C  şi 2C  se 

află concentrate masele 1M  şi 2M : 

 

                                               
21

21 21

MM

rMrM
r

CC
C









                                                

(4.13) 
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4.5. Momente statice. Teorema momentelor statice 

 

 În relaţiile (4.3) care dau coordonatele centrului de masă al unui sistem de puncte 

materiale intervin sumele 


n

i

ii xm
1

, 


n

i

ii ym
1

, 


n

i

ii zm
1

dintre masele punctelor şi 

distanţele lor la planele de coordonate. Aceste sume se numesc momente statice în raport 

cu planele de coordonate şi se notează după cum urmează: 

                           



n

i

iiyxO zmS
1

  ,   



n

i

iizyO xmS
1

  ,   



n

i

iizxO ymS
1

               

(4.14) 

 În plus, suma 





n

i

iiO rmS
1

 care intervine în relaţia (4.2) se numeşte moment 

static polar. 

 Momentele statice caracterizează modul de distribuire a masei unui sistem de 

puncte materiale. Din (4.2) şi (4.3) se obţine că: 

           CxzOCzyOCyxOCO yMSxMSzMSrMS 


,,,         

(4.15) 

adică: 

i) Momentul static al unui sistem de puncte materiale în raport cu punctul O 

este egal cu masa sistemului înmulţită cu vectorul de poziţie al centrului 

de masă în raport cu punctul O; 

ii) Momentul static al unui sistem de puncte materiale în raport cu un plan 

este egal cu produsul dintre masa sistemului şi distanţa de la centrul său 

de masă la acel plan. 

 

Enunţurile i) şi ii) reprezintă teorema momentelor statice. 

Observaţii: 1) Cele prezentate mai sus rămân valabile şi pentru un solid rigid (cu 

observaţia că sumele se transformă în integrale); 

2) 



n

i

ii xmOyzC
1

0                                                                          (4.16) 

Relaţii similare au loc dacă OzxC  şi OyxC . 

4.6. Probleme rezolvate 

 

R 4.1) Se consideră sistemul plan de puncte materiale din figura R 4.1 , de mase 
___

4,1,  imimi  , situate în puncte ale cercului de ecuaţie 222 7ayx  şi hiperbolei 

de ecuaţie 222 ayx  . Să se determine coordonatele centrului de masă ale acestui 

sistem . 

 Rezolvare: Coordonatele punctelor în care se găsesc punctele materiale se obţin 

rezolvând sistemul format din ecuaţiile cercului şi hiperbolei. Se obţine: 
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       aaAaaAaaAaaA

ayx

ayx

3,2,3,2,3,2,3,2

7

4321

222

222














 

Rezultatele se sintetizează în tabelul T 4.1. 
 

Punct 
im  ix  iy  ii xm  ii ym  

1 M - 2 a a3  - 2 m a am3  

2 2 m - 2 a - a3  - 4 m a - am32  

3 3 m 2 a a3  6 m a am33  

4 4 m 2 a - a3  8 m a - am34  

  10 m   8 m a - am32  

 

Tabelul T 4.1 

 Găsim astfel că: 


























aaCa

m

ym

ya

m

xm

x

i
i

i
ii

C

i
i

i
ii

C 5

3
,

5

4

5

3
,

5

4
4

1

4

1

4

1

4

1
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 4.1                                                     Figura R 4.2 

 

R 4.2) Se consideră bara omogenă având dimensiunile din figura R 4.2 , date în cm. Să se 

determine coordonatele centrului de masă. 

 Rezolvare: Bara omogenă poate fi considerată ca fiind construită din : 

- segmentul de dreaptă OA, de lungime 60 cm, aflat pe axa Oz ; 

- segmentul de dreaptă OB, de lungime 80 cm, aflat pe axa Ox ; 

- segmentul de dreaptă BC, de lungime 100 cm, aflat în planul Oxy ( BC // Oy ) ; 

- semicercul CD, de rază 30 cm, aflat în planul Oxy ( CD // Oy ) : 

- segmentul de dreaptă DE, de lungime 20 cm, aflat în planul Oxy ( DE // Ox ) ; 

- segmentul de dreaptă EF, de lungime 40 cm, aflat pe o paralelă la Oz. 

 



y

x

1
A

2
A

3
A

4
A

1
m 2

m

3
m

4
m

 

60

y

z

O

B
C

80

100

1
O

30

20

40

E

F

D
x
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    Cele şase componente vor fi numerotate de la 1 la 6. Coordonatele centrului de masă se 

calculează cu formulele : 


























6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1
,,

i
i

i
i

i

C

i
i

i
ii

C

i
i

i
i

i

C

l

zl

z

l

yl

y

l

xl

x  

unde iii zyx ,, reprezintă coordonatele centrului de masă pentru bara nr. i iar il  

lungimea acesteia. Se completează datele în tabelul T 4.2. 
 

Corp 
il  ix  iy  iz  ii xl  ii yl  ii zl  

1 60 0 0 30 0 0 1800 

2 80 40 0 0 3200 0 0 

3 100 80 50 0 8000 5000 0 

4 30   
80 - 



60
 

130 0 2400 -1800 3900   0 

5 20 90 160 0 1800 3200 0 

6 40 100 160 - 20 4000 6400 - 800 

   1030

 

   800 (19 + 3 ) 100 (146 + 39 ) 1000 

 

Tabelul T 4.2 

 Rezultă valorile: 
 

 

 

 

   




















103

100
,

103

3914610
,

103

31980
CCC zyx  

 R 4.3) Să se determine poziţia centrului de masă pentru placa plană omogenă din figura   

R 4.3. Dimensiunile sunt date în cm. 

 Rezolvare: Pentru determinarea centrului de masă se folosesc formulele : 


















4

1

4

1

4

1

4

1
,

i
i

i
ii

C

i
i

i
ii

C

A

yA

y

A

xA

x  

unde ii yx , reprezintă coordonatele centrului de masă pentru placa nr. i iar iA  aria sa.  S 

– a considerat o împărţire a plăcii din figura R 4.3 în patru plăci elementare ( vezi tabelul 

care urmează ). 

 

Corp 
iA  ix  iy  ii xA  ii yA  

 

1 

 

 

120 

 

6 

 

5 

 

720 

 

600 
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2 4

27
 

3

4
  

3

4
10  

 

- 9 2

135
9


  

 

3 

 

 

- 4 3

4
 

3

2
 - 

3

16
 - 

3

8
 

 

4 

 

 

- 9   

8
12  



8
 

 

10872  

 

- 72 

 

  4

9
116




 

  
108

3

2333
  

2

135

3

1603 
  

 

Tabelul R 4.3 

 

852.6
116

,024.4
116

108

4

9

2

135

3
1603

4

9

3
2333



















CC yx  

Observaţie : Figurile nehaşurate corespund corpurilor introduse artificial pentru 

completarea la o figură elementară ( aici, la un dreptunghi ) . Ariile lor se consideră cu 

semnul “- “. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                          Figura R 4.3                               Figura R 4.4 

R 4.4) Să se determine poziţia centrului de masă pentru placa plană omogenă din figura   

R4.4 , mărginită de parabola de ecuaţie 22 xay  şi dreapta  ax
a

y 
2

 , unde a > 0 

este o constantă dată. 

 Rezolvare: 

    

    

    

    dxxfxg

dxxfxg

y

dxxfxg

dxxfxgx

x
x

x

x

x

Cx

x

x

x

C




















2

1

2

1

2

1

2

1

22
2
1

, , 

D:y=d/2(x+a)

22 xay:P 

O

y

x

 

6r
2


12

x

y
3r

1


10

2

4
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unde      ax
a

xfxaxg 
2

,22  iar 1x  şi 2x  sunt soluţiile ecuaţiei g (x) = f (x) , 

adică 
2

, 21

a
xax  . În urma calculului integralelor se găseşte că  

2

30

23
,

2
ay

a
x CC  . 

 

R 4.5) Să se determine poziţia centrului de masă pentru corpul omogen semisferic de rază 

R din figura R 4.5. 

 Rezolvare: Axa Oz fiind axă de simetrie putem scrie că 






D

D
CCC

dV

dVz
zyx ,0  , unde D este domeniul ocupat de corp. Folosind sistemul de 

coordonate sferice   ,,  şi observând că : 

 ddddVz cos,sin 2  

2
0,20,0


  R  

găsim că : 

4
cossin

42

0

2

00

3 R
ddddVz

R

D







   

3

2
cos

32

0

2

00

2 R
ddddV

R

D







   

astfel încât Rz
8

3
 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                            Figura R 4.5                         Figura TC 4.1 
 

 

4.7. Probleme propuse 

 

4.7.1 Teste clasice 

 

r4
r2

r5

r3O
1

O

y

x

 

x

y

z







O
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TC 4.1) Să se determine poziţia centrului de masă pentru bara omogenă din figura TC 

4.1. 

 

TC 4.2) Să se determine poziţia centrului de masă pentru placa plană omogenă din figura 

TC 4.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Figura TC 4.2                                         Figura TC 4.3 

 

TC 4.3)  Se consideră corpul din figura TC 4.3, realizat din trei plăci plane omogene 

confecţionate din materiale diferite. Plăcile din planele Oxy şi Oyz au densitatea 

superficială   iar placa din planul Oxz are densitatea superficială 2  . Cunoscând razele 

lrr  21 , să se determine coordonatele centrului de masă. 

 

TC 4.4) Să se determine poziţia centrului de masă pentru placa plană omogenă din figura  

TC 4.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                Figura TC 4.4                                           Figura TC 4.5 

 

TC 4.5) Determinaţi centrul de masă al corpului omogen de revoluţie din figura TC 4.5  

ştiind că  legea  de  variaţie  a  razei   (distanţa de la axa Oy la suprafaţa corpului)  este  

  2

20

1
yyr   (m). 

 

4.7.2. Teste grilă 
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TG 4.1) Să se determine abscisa centrului de masă pentru o bară dreaptă AB, de lungime 

L, la care densitatea variază liniar de la valoarea 1  în capătul A la valoarea 2  în 

capătul B (figura TG 4.1). 

a) 
 
 21

21

3

2










L
x C  ;  b) 

 
 21

21

3

2










L
x C   ; c) Lx C 










1

2

2

1








 ;  

d) 
22 21

21 L
x C 

 
 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TG 4.1                            Figura TG 4.2                           Figura TG 4.3 

 

TG 4.2) Să se determine abscisa centrului de masă a unei bare omogene AB, de secţiune 

constantă, în formă de arc de cerc de rază R şi unghi la centru 2  , unghiul   fiind 

exprimat în radiani (figura TG 4.2). 

a) 0Cx   ;  b) 
3

2 R
x C   ;   c) 



sin

3

2
Rx C   ;  d) 



sin
Rx C . 

 

TG 4.3) Centrul de masă al plăcii plane omogene având forma şi dimensiunile din Figura 

TG 4.3 are coordonatele: 

a) 
3

2a
yx CC   ; b) 

13

5
,

13

20 a
y

a
x CC   ; c) 

13

4
,

13

5 a
y

a
x CC   ; d) 

15

14
,

15

38 a
y

a
x CC  . 

 
4.8. Indicaţii şi răspunsuri 

 

TC 4.1) Se împarte bara în patru semicercuri de raze 2r, 3r, 4r si 5r şi se procedează ca la 

rezolvarea problemei R 4.2. Se obţine 


r
y

r
x CC

2
,

7

4
  . 

 

TC 4.2) Se completează placa până la un dreptunghi plin. Părţile componente sunt: un 

dreptunghi de laturi 6a şi 4a, un triunghi dreptunghic de catete 2a şi a, un sector de cerc 

de rază 4a şi unghi la centru 060  şi un sector de cerc de rază a şi unghi la centru 0270  

(vezi şi rezolvarea problemei R 4.3). Ariile triunghiului şi sectorului de cerc de rază 4a se 

consideră negative. Se obţin coordonatele: 

y

x

z

A Bdm

x dx

l

 





C



d

R

O

 cosRx

 dRdl

z

y

x

 

y

x

a2

a4 a2
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 
 

 
 

















1223

482454
,

1223

33291444 a
y

a
x CC . 

 

TC 4.3) Pentru determinarea coordonatelor centrului de masă se folosesc formulele : 

 

                    


























4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1
,,

i
ii

i
iii

C

i
ii

i
iii

C

i
i

i

i
iii

C

A

zA

z

A

yA

y

A

xA

x













               

 

deoarece în cazul unui corp omogen de tip placă are loc relaţia iii Am  . 

 Se consideră că placa plană din planul Oxz a fost obţinută dintr-o placă pătrată de 

latură l ( placa 1 ) din care s-a scos un sfert de disc de rază 2r  ( placa 2 ) . Aria plăcii 2 se 

consideră cu semn negativ . Se obţin valorile: 

 
 

 
llzllyllx CCC 250,0

10

42
,292,0

10

2
,153,0

103

3112






















 

 

TC 4.4) Placa este formată din patru porţiuni: triunghiul dreptunghic şi isoscel de catete 

3a din cadranul I, interiorul sfertului de elipsă din cadranul II, interiorul arcului de 

parabolă din cadranele III şi IV şi discul de rază a cu centrul în origine (a cărei arie se 

consideră negativă (vezi şi rezolvarea problemelor R 4.3 şi R 4.4). Se obţin coordonatele : 

   15232

499
,

15232

131









a
y

a
x CC . 

 

TC 4.5) Se împarte corpul în cilindri infinitezimali de rază r şi înălţime dy prin secţiuni 

cu plane paralele cu planul Oxz. Avem că: 
4

3
,0 





D

D
CCC

dV

dVy
yzx , deoarece: 

80
,

60

1

0

21

0

2 



   dyyrdVydyrdV

DD
, 

D fiind domeniul din spaţiu ocupat de corpul de revoluţie. 

 

TG 4.1) Se împarte bara în cilindri infinitezimali de lungime dx. Avem că 

 
 

21

21

3

2
,0












 L

dm

dmx
xzy

AB

AB
CCC , deoarece: 

 
 

6

2 2
21

0 1
12 L

dx
L

xdxxxdmx
L

ABAB




















   

 
 

2

21

0 1
12 L

dx
L

dxxdm
L

ABAB




















  . 

Răspuns corect: a). 
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TG 4.2) Se împarte bara în elemente de arc infinitezimale de lungime dRdl  . Se 

obţine că: 


sin
,0 R

dl

dlx
xzy

AB

AB
CCC 




, deoarece: 

RdRdl
AB





2 


, 




sin2cos 22 RdRdlx

AB
 


.  

Răspuns corect: d). 

 

TG 4.3)  Se împarte placa în două: dreptunghiul de laturi 2a şi 4a şi triunghiul 

dreptunghic şi isoscel de catete 2a. Răspuns corect: d) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

5. Echilibrul punctului material 



 63 

 

5.1. Noţiuni introductive 

 

 Vom defini în cele ce urmează câteva din noţiunile folosite în acest capitol. 

 

 Punctul material liber este punctual material care poate ocupa orice poziţie în 

spaţiu. 

 Punctul material supus la legături (legat) este punctul căruia i se impune o 

restricţie geometrică (de exemplu obligaţia de a rămâne pe o suprafaţă sau pe o curbă). 

 Numărul gradelor de libertate reprezintă numărul de parametrii scalari 

independenţi necesari pentru a determina la un moment dat poziţia punctului material 

(sau a rigidului). 

  

 Poziţia unui punct material în spaţiu este determinată cu ajutorul a trei parametri 

scalari independenţi, ca de exemplu coordonatele carteziene x, y, z. Deci, un punct 

material liber în spaţiu are trei grade de libertate. 

 Poziţia unui punct material pe o suprafaţă este dată prin doi parametrii scalari 

independenţi. Astfel, dacă suprafaţa este planul Oxy este suficient să cunoaştem 

coordonatele x şi y ale poziţiei punctului material. Un punct material aflat pe o suprafaţă 

are două grade de libertate. 

 Un punct material obligat să rămână pe o curbă are doar un singur grad de 

libertate. El se poate deplasa doar în lungul curbei. 

 În fine, un punct material fixat nu are nici un grad de libertate. 

 
5.2. Echilibrul punctului material liber 

 

 Condiţia necesară şi suficientă ca un punct material liber, care se află în repaus 

sau în mişcare rectilinie şi uniformă, să rămână în aceiaşi stare mecanică sub acţiunea 

unui sistem de n forţe concurente, niF i ,1, 


, este ca rezultanta 


R  a forţelor să fie nulă. 

Această condiţie rezultă din aplicarea principiilor inerţiei şi acţiunii forţei. 

 În consecinţă, condiţia de echilibru a punctului material liber este : 

                                                               






 0
1

n

i

iFR                                                    

(5.1) 

 Proiectând această relaţie vectorială pe axele unui sistem cartezian Oxyz se obţin 

ecuaţiile scalare de echilibru : 

                            



n

i

xix FR
1

0    ,   



n

i

yiy FR
1

0    ,   



n

i

ziz FR
1

0                   

(5.2) 

 Dacă sistemul de forţe este plan şi dacă notăm cu Oxy planul forţelor, condiţiile 

scalare de echilibru au forma : 

                                           



n

i

xix FR
1

0    ,   



n

i

yiy FR
1

0                                    

(5.3) 
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5.3. Echilibrul punctului material legat. 

Axioma legăturilor. Clasificarea legăturilor. 

 

5.3.1. Axioma legăturilor 

 

 Se consideră un punct material M aflat în echilibru pe o suprafaţă (S) şi acţionat 

de un sistem de forţe exterioare a căror rezultantă este 


R  (figura T 5.1). Spre deosebire 

de cazul punctului material liber, când era necesar ca 


R


 0  pentru a se realiza echilibrul, 

această condiţie nu mai trebuie respectată pentru punctul material legat ca urmare a 

existenţei legăturilor, care exercită asupra punctului material anumite constrângeri 

mecanice reprezentate prin forţe de legătură (reacţiuni). Pentru a rezolva problema 

punctului material legat se foloseşte axioma legăturilor, al cărui enunţ în cazul general 

este : 

 Axioma legăturilor : Orice legătură poate fi suprimată şi înlocuită cu elemente 

mecanice (forţe, momente) corespunzătoare. 

 În cazul unui punct material legat, legătura se înlocuieşte cu o reacţiune 


R ‟, 

astfel încât condiţia necesară şi suficientă pentru ca un punct material supus la legături 

să fie în echilibru este ca rezultanta forţelor direct aplicate şi a forţei de legătura să fie 

nulă : 

                                                                  


 0'RR                                                       

(5.4) 

adică reacţiunea (forţa de legătură) 


R ‟ să fie direct opusă rezultantei 


R  a forţelor direct 

aplicate. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 5.1 

Observaţia i) În cazul în care punctul material este supus mai multor legături atunci 


R ‟ 

reprezintă rezultanta forţelor de legătură corespunzătoare fiecărei legături în parte. 

 

5.3.2. Clasificarea legăturilor punctului material 

 

 Legăturile punctului material sunt în număr de trei şi anume: rezemarea pe o  

suprafaţă, rezemarea pe o curbă (plană sau strâmbă) şi prinderea cu fire. 

 Ele pot fi: 

a) cu frecare – dacă suprafaţa sau curba de reazem aparţin unor corpuri reale, 

care au la suprafaţă asperităţi care se opun deplasării dând naştere unor forţe 

de frecare. 


M

R


R


)S(
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b) fără frecare – atunci când se presupune că suprafaţa sau curba de reazem 

aparţin unor corpuri ideale, perfect lucioase, care nu conduc la apariţia unor 

forţe de frecare. 

 
 

5.4. Echilibrul punctului material supus la legături fără frecare 

 

5.4.1. Echilibrul pe o suprafaţă fără frecare (lucie, netedă) 

 

 Se consideră un punct material M rezemat pe o suprafaţă (S) şi acţionat de forţe 

direct aplicate a căror rezultantă este 


R  şi de reacţiunea 


R ‟ (direct opusă lui 


R ). 

Rezultanta 


R  (figura T 5.2) se descompune în: 

- componenta normală nR


 (după normala în M la (S)); 

- componenta tangenţială tR


 (din planul tangent (P) la (S)). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                           Figura T 5.2                                           Figura T 5.3 

 

 La rândul ei, reacţiunea 


R ‟ se descompune după aceleaşi direcţii în 

componentele 


N  şi 


T . Forţa nR


 caută să îndepărteze punctul M de pe suprafaţa (S). 

Efectul ei este anulat de forţa 


N , numită reacţiune normală: 

                                                               


 0NR n                                                         

(5.5) 

 Forţa tR


 determină deplasarea punctului M pe suprafaţa (S). Ei i se opune 

componenta 


T , numită forţă de frecare: 

                                                               


 0TR t                                                          

(5.6) 

 



)S(

M

)P(
N


R


R
 n

R


T


t
R


normala

 

 M

R


N
 )S(
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 Deoarece suprafaţa este considerată lucie (fără frecare), forţa 


T  este nulă astfel 

încât utilizând relaţia (5.6) putem scrie că: 

 

                                                            ntn RRRR


                                                  

(5.7) 

adică, pentru a se realiza echilibrul pe suprafaţa (S), rezultanta forţelor direct aplicate 

trebuie să fie dirijată după normala la suprafaţă în punctul respectiv (figura T 5.3). 

 Ecuaţia vectorială de echilibru este: 

 

                                                                


 0NR                                                          

(5.8) 

şi ea are următoarele proiecţii pe axele unui reper cartezian: 

 

                                   0 xx NR    ,   0 yy NR    ,   0 zz NR                             

(5.9) 

  

 Dacă suprafaţa (S) este dată prin ecuaţia f(x, y, z) = 0, deoarece parametrii 

directori ai normalei sunt 
z

f

y

f

x

f












,, , reacţiunea normală va avea expresia: 

 

                                       

























k
z

f
j

y

f
i

x

f
fgradN                           

(5.10) 

iar ecuaţia vectorială de echilibru va fi: 

 

                                                         


 0fgradR                                                   

(5.11) 

 

 Ecuaţiile scalare de echilibru 

                             0





x

f
R x     ,   0






y

f
R y     ,   0






z

f
R z                     

(5.12) 

formează împreună cu ecuaţia suprafeţei f(x, y, z) = 0 un sistem de patru ecuaţii în 

necunoscutele zyx ,,, . 

 
5.4.2. Echilibrul pe o curbă fără frecare (lucie, netedă) 

 

 Se consideră un punct material M rezemat pe o curbă ( C ) şi acţionat de forţe 

direct aplicate a căror rezultantă este 


R  şi de reacţiunea 


R ‟ (figura T 5.4). Rezultanta 


R  

se descompune în: 
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- componenta tR


 (după tangenta în M la curba ( C )); 

- componenta nR


 (din planul normal în M la curba ( C )). 

Reacţiunea 


R ‟ se descompune după aceleaşi direcţii în componentele  


T şi 


N . 

Relaţiile (5.5) şi (5.9) precum şi comentariile asociate lor rămân valabile şi în acest caz 

(figura T 5.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                        Figura T 5.4                                 Figura T 5.5 

 

 Dacă curba este dată ca intersecţie de două suprafeţe: 

 

                                       0,,:,0,,: 2211  zyxfSzyxfS                                  

(5.13) 

 

atunci planul normal la curba ( C ) poate fi obţinut cu ajutorul normalelor la cele două 

suprafeţe, reacţiunea normală având forma: 

                                 221121 fgradfgradNNN 


                                 

(5.14) 

 Din (5.8) şi (5.13) se obţin următoarele ecuaţii scalare de echilibru: 

02
2

1
1 











x

f

x

f
R x     ,   02

2
1

1 










y

f

y

f
R y   

                                               02
2

1
1 











z

f

z

f
R z                                              

(5.15) 

care împreună cu ecuaţiile (5.13) ale suprafeţelor formează un sistem de cinci ecuaţii în 

necunoscutele zyx ,,,, 21  . 

 

5.5. Echilibrul punctului material supus la legături cu frecare. 

Legile frecării uscate. Conuri de frecare. 
 

5.5.1. Legile frecării uscate (legile lui Coulomb) 
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 Se consideră un punct material M aflat pe o suprafaţă sau pe o curbă (aspră). 

Pentru a pune în evidenţă forţa de frecare Coulomb a recurs la următoarea experienţă 

efectuată cu un aparat numit tribometru: 

 Un corp asimilabil cu un punct material de greutate 

G  este aşezat pe un plan 

orizontal şi acţionat de o forţă 

F (prin intermediul unor greutăţi puse pe un talger) care 

poate varia continuu de la 0 la  (figura T 5.6). Se constată că până la o anumită valoare 

max


F corpul nu se pune în mişcare. 

 Aceasta dovedeşte că reacţiunea '

R  este înclinată cu un unghi  faţă de normală 

căci, în caz contrar, sub acţiunea forţei 

F corpul s-ar deplasa oricât de mică ar fi 

intensitatea acestei forţe. Reacţiunea '

R  se descompune în componentele sale: reacţiunea 

normală 

N şi forţa de frecare de alunecare 


T . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                             (b)                                               (c) 

 

Figura T 5.6 

 

 Forţa 

T  acţionează, pentru cazul general al unei suprafeţe de reazem oarecare, 

în planul tangent la suprafaţă şi se opune tendinţei de mişcare.  

 

 Modulul său este: 

                                                               tgNT 


                                                  

(5.16) 

 În figura T 5.6.c este prezentat cazul limită când forţele 

F  şi 


T iau valorile 

maxime la echilibru (orice depăşire a acestei valori pentru 

F ducând la ruperea 

echilibrului). Unghiul  are şi el o valoare maximă pe care o vom nota cu  şi o vom 

numi unghi de frecare. Putem scrie 

G


G


T


R


N


F


G


 

maxT


maxR


N


maxF


G

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                                                           tgNT 


max                                                

(5.17) 

şi cum    găsim că: 

                                                               tgNT 


                                                  

(5.18) 

 Coulomb a enunţat următoarele legi, numite legile frecării uscate (vezi şi relaţia 

(5.17)): 

1) Mărimea forţei de frecare de alunecare maximă este direct proporţională cu 

mărimea reacţiunii normale; 

2) Mărimea forţei de frecare de alunecare depinde de natura şi starea suprafeţei 

corpurilor aflate în contact; 

3) Mărimea forţei de frecare de alunecare nu depinde de viteza relativă de 

deplasare a celor două corpuri aflate în contact şi nici de mărimea suprafeţelor 

de contact. 

 

Pe baza acestor legi forţa de frecare de alunecare are expresia: 

 

                                              


 NTT max                                                

(5.19) 

 

unde  tg  se numeşte coeficient de frecare de alunecare şi este o mărime 

adimensională ce depinde de natura şi starea suprafeţelor aflate în contact. 

 

 Coulomb a considerat că forţele de frecare apar datorită existenţei la suprafaţa 

corpurilor a unor asperităţi care în cazul a două corpuri în contact se întrepătrund. Când 

unul dintre corpuri se mişcă (sau amândouă) aceste asperităţi sunt strivite, forţa de frecare 

de alunecare fiind tocmai forţa care se opune acestor striviri. 

 

Observaţii: Ulterior experimentelor lui Coulomb, prin extinderea acestora, s-au făcut o 

serie de corecţii acestor legi. Astfel, se constată că odată cu creşterea vitezei corpurilor 

aflate în contact coeficientul de frecare scade, variaţia lui fiind dată în figura 5.7. 

Valoarea 0 a coeficientului de frecare la viteză nulă se numeşte coeficient de aderenţă. 

De asemenea, pentru valori mari ale reacţiunii '

R  mărimea forţei de frecare nu mai 

variază liniar cu mărimea reacţiunii. 

 

 

 

 

 



c


vO
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Figura T 5.7 

 

5.5.2. Conuri de frecare 

 

 Să analizăm în cele ce urmează aspectul geometric al echilibrului punctului 

material cu frecare. Considerând punctul rezemat pe o suprafaţă şi schimbând direcţia 

forţei 

F în planul tangent reacţiunea '


R , respectiv rezultanta 


R , vor descrie un con, 

numit con de frecare, care are vârful în punctul M şi unghiul la vârf 2  (figura T 5.8). 

Punctul material se găseşte în echilibru atunci când reacţiunea '

R se află în interiorul 

conului de frecare sau, la limită , pe suprafaţa acestuia. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 5.8                                              Figura T 5.9 

 

 În cazul unui punct material rezemat cu frecare pe o curbă ( ), deoarece prin 

acea curbă trec o infinitate de suprafeţe şi la fiecare îi revine câte un con de frecare 

generatoarele extreme ale acestora vor descrie conuri complementare de frecare (figura 

5.9). Aceste conuri au ca axă de simetrie tangenta la curbă în punctul considerat şi 

unghiul la vârf 











2
2 . Punctul material se află în echilibru atunci când reacţiunea '


R  

se găseşte în afara conurilor complementare de frecare sau, la limită, pe suprafaţa 

acestora. 

 

 
5.6. Probleme rezolvate 

 

R 5.1)  Bila M , de greutate G , se află în echilibru pe un plan neted înclinat cu unghiul 

  faţă de orizontală, fiind prinsă cu două fire paralele cu planul înclinat care fac 



)S(

M

R


R





2

)Γ(

M

R


tangenta

R

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unghiurile   şi   cu dreapta de cea mai mare pantă a planului ( figura R 5.1.1 ). Să se 

determine tensiunile din fire şi reacţiunea planului . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                              (a)                                           (b) 

 

                         Figura R 5.1.1                                                  Figura R 5.1.2. 

 

 Rezolvare: Se notează cu 1



T şi 2



T  tensiunile din firele 1MA  şi 2MA  şi cu 


N  

reacţiunea normală (vezi figura R 5.1.2). Pentru echilibru se impune condiţia: 


 021 NTTG . Proiectând această relaţie vectorială pe axele reperului cartezian 

Mxyz rezultă ecuaţiile scalare: 

 

0sinsin 12   TTX i  

  0coscossin 21  TTGY i  

  0cosGNZ i  

  

Rezolvând acest sistem se obţine: 

   














sin

sinsin
,

sin

sinsin
,cos 21 GTGTGN . 

 

R 5.2. Se consideră curba lucie de ecuaţie xy  , raportată la sistemul de axe Oxy, 

planul curbei făcând unghiul   cu planul orizontal. Un inel de greutate G poate aluneca 

pe această curbă fiind acţionat şi de forţa F , paralela cu Ox ( figura R 5.2.1 ). Să se 

determine poziţia de echilibru a inelului pe curbă şi reacţiunile 1N  ( din planul curbei ) şi 

2N (perpendiculară pe planul curbei ) .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                              (a)                                    (b) 

 

M

1
A

2
A



 

 

M

1
A

2
A

1
T


2
T


y

x

z
 





G




z

N


M


x

y

 

xy 

F


G


y

xOz



M

 





1
N

tangenta

sinG

F

normala

O
0

x x  



G




z y

2
N

cosN
1



 



 72 

  

                 Figura R 5.2.1                                                     Figura R 5.2.2. 
 

 Rezolvare: Fie 0x  abscisa punctului de echilibru şi 

0
0

2

1
)('

x
arctgxfarctg   unghiul format de tangenta la curba xy   cu axa Ox 

în acest punct (vezi figura R 5.2.2). Pentru echilibru: 


 021 FNNG . Pe axele 

reperului Oxyz avem următoarele ecuaţii scalare de echilibru: 
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R 5.3. Un inel de greutate G , rezemat cu frecare ( coeficient de frecare  ) pe un cerc 

vertical este acţionat cu forţa orizontală 


F , de modul egal cu G . Să se determine 

poziţiile de echilibru ale inelului , date de unghiul   ( figura R 5.3 ). 
 Rezolvare: a) Tendinţa de deplasare a inelului spre punctul A: 

  0sincos  GFTX i                                                              

(1) 

  0cossin  GFNY i                                                              

(2) 

 Pentru echilibru: NT                                                                          

(3) 

 

(1)    cossin2,cossin GFNFGT   

                                                  (3)   
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


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b) Tendinţa de deplasare a inelului spre punctul B: 

 Inversând sensul forţei de frecare se obţine: 
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 Deoarece G = F, din (4) şi (5) găsim că 
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Figura R 5.3  
 

R 5.4. Să se determine coeficientul de frecare de alunecare pentru care un punct material 

este în echilibru pe suprafaţa de ecuaţie  zRRyx  22 , în poziţia 








2
,,
R

yxM , sub 

acţiunea greutăţii 


G  şi a forţei elastice 
____2
MA

R

G
F 


 , unde 








2
,0,0
R

M . 

 Rezolvare: Echilibrul pe o suprafaţă aspră se realizează dacă suportul rezultantei 

forţelor aplicate se găseşte în interiorul conului de frecare. Pentru un punct situat pe 

suprafaţa f(x, y, z) = 0 trebuie îndeplinită condiţia: 
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












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f
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f
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(1) 

unde X, Y, Z sunt componentele rezultantei 


R . Dar: 

                  R
z

f
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f
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x

f
zRRyxzyxf 














 ,2,20),,( 22                 
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G
Yx

R

G
Xjyix

R

G
kGFGR 












,
2

,
22

         

(3) 

 Din (1), (2), (3) şi ecuaţia suprafeţei se obţine 
22

1
 . 

 
5.7. Probleme propuse 

 

5.7.1. Teste clasice 

 

TC 5.1) Sarcina Q = 100 daN este susţinută de bara AO, articulată în O şi înclinată cu un 

unghi de 045  faţă de un perete vertical şi de două lanţuri BA şi CA de lungimi egale, 

aşezate orizontal ( 045














 

ACBmCBAm ). Se cere să se determine eforturile din bara 

AO şi din cele două lanţuri (figura TC 5.1). 
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Figura TC 5.1                                        Figura TC 5.2 

 

TC 5.2) Se consideră curba lucie    dată ca intersecţie între paraboloidul de rotaţie de 

ecuaţie 0),,( 22  zyxzyxf şi planul (P) de ecuaţie 0),,(  zyxzyxg . Să 

se determine poziţiile de echilibru ale unui punct pe această curbă dacă el este acţionat de 

propria greutate 


 kmgG  şi de forţa 










kjimgF  (figura TC 5.2). 

 

TC 5.3) Pe feţele ABB‟A‟ şi ACC‟A‟ ale prismei ABCA‟B‟C‟ 

( 045














 

ACBmBACm ) sunt aşezate corpurile de greutăţi P, respectiv Q. Corpurile 

sunt legate printr-un fir care trece peste scripetele fără frecare din B (firul este dirijat după 

paralele la AB şi BC). Dacă Q = 2P iar coeficientul de frecare de alunecare dintre corpuri 

şi prismă este  , să se determine valorile minime şi maxime ale unghiului de înclinare 

  al prismei pentru realizarea echilibrului (figura TC 5.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                          Figura TC 5.3                                    Figura TG 5.1 

 

TC 5.4) Să se determine poziţiile în care un punct material greu poate rămâne în repaus 

pe o sferă aspră de ecuaţie 02222  rzyx , coeficientul de frecare fiind  . 

 
5.7.2. Teste grilă 

 

TG 5.1) Determinaţi tensiunea din cablurile AB şi BC solicitate ca în figura TG 5.1. 

Scripeţii din E şi F sunt fără frecare. 
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N100
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






A

P
 B

Q


C
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a)    32100,622100  BCAB TT  ; b) 

)26(200),31(100  BCAB TT ; 

c)    32100,622100  BCAB TT  ; d) 

)26(100),32(100  BCAB TT . 

 

TG 5.2) O sferă de greutate P este rezemată pe o suprafaţă cilindrică lucie de rază r, fiind 

suspendată printr-un fir de punctul fix A. Cunoscând lungimea l a firului şi unghiurile   

şi  , să se determine tensiunea din fir şi reacţiunea suprafeţei cilindrice (figura TG 5.2). 

a)  sin,sin
l

r
PN

l

r
PT   ; b)    













sin

sin
,

sin

sin
PNPT ; 

c) 
 
  







sin

sin
,

sin

sin
PNPT 




  ; d)  sin,sin

l

r
PN

r

l
PT  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TG 5.2 

 
5.8. Indicaţii şi răspunsuri 

 

TC 5.1) Notăm cu 1S  şi 2S  tensiunile din lanţuri şi cu 3S  efortul din bara OA. Ecuaţiile 

de echilibru pe trei direcţii perpendiculare sunt: 

045sin45cos45cos 0
3

0
2

0
1  SSS  

045sin45sin 0
2

0
1  SS  

045cos 0
3  SQ  

şi are soluţia daN
S

SS 5,70
2

3
21  . 

 

TC 5.2) Ecuaţia vectorială de echilibru 










021   

N

ggradfgradFG   se 

proiectează pe axele reperului cartezian Oxyz: 

021 










x

g

x

f
mgX i   











r

l

A
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021 










y

g

y

f
mgY i   

021 










z

g

z

f
mgmgZ i  . 

 Se obţine sistemul de cinci ecuaţii în necunoscutele zyx ,,,, 21  : 

0),,( 22  zyxzyxf    ,   0),,(  zyxzyxg   , 

02 21  xgm   , 02 21  ygm   , 02 21  gm , 

cu soluţia: 

a) gmgmzyx  21111 ,3,0  ; 

b) gmgmzyx 5,3,,2,1 21222   . 

 

TC 5.3) Se studiază tendinţa de mişcare a sistemului celor două corpuri spre punctul C 

(figura TC 5.3.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 5.3.2 

 

Ecuaţiile scalare de echilibru pentru corpul de greutate P sunt: 

 







 0

4
cos1 


PTTX i                                                                        

(1) 

 







 0

4
sin1 


PNY i                                                                                

(2) 

11 NT                                                                                                                

(3) 

iar pentru corpul de greutate Q: 

 







 0

4
sin2 


QTTX i                                                                      
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 







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4
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
QNY i                                                                         (5) 

22 NT                                                                                                         (6) 
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 Din acest sistem găsim că 










3

31
min arctg

not

. Studiind şi tendinţa de 

mişcare a sistemului celor două corpuri spre A deducem şi valoarea maximă a unghiului 

 : 










3

31
max arctg

not

. S-a folosit faptul că PG 2  şi 







tg

tg
tg














1

1

4
. 

Echilibrul se realizează dacă  maxmin,   . 

TC 5.4) Se impune condiţia 












21

1

fgradR

fgradR

 

2222

222
1

1










































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







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




z

f

y

f

x

f
RRR

z

f
R

y

f
R

x

f
R

zyx

zyx

, 

unde 2222),,(,,0 rzyxzyxfGRRR zyx  . Se obţine că: 
















 r

r
z ,

1 2
 , x, y = arbitrari. 

 

TG 5.1) Tensiunile din firele BE şi BF sunt fiecare egale cu 100. Ecuaţiile de echilibru pe 

orizontală şi verticală sunt: 

010030cos10060cos45cos 000  BCAB TT  

030sin10060sin45sin 000  BCAB TT . 

Răspuns corect: a). 

 

TG 5.2) Se proiectează ecuaţia vectorială de echilibru, 


 0TNP , pe verticală şi 

orizontală şi se obţin ecuaţiile scalare : 

0sinsin,0coscos   NTPNT . 

Răspuns corect: b). 
 

 

 

6. Echilibrul rigidului 
 

6.1. Echilibrul rigidului liber 

 

 Rigidul liber este un corp care poate ocupa orice poziţie în spaţiu, poziţia lui fiind 

determinată doar de forţele care-l acţionează. 
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 La reducerea sistemelor de forţe în raport cu un punct O s-a arătat că dacă 


 0OMR , atunci sistemul de forţe dat este echivalent cu zero şi, conform 

principiului inerţiei, nu modifică starea mecanică a corpului asupra căruia acţionează. 

Astfel, dacă acesta se găsea în echilibru, atunci el va continua să rămână în repaus şi după 

aplicarea unui astfel de sistem de forţe. 

 Rezultă că pentru ca un rigid să rămână în echilibru sub acţiunea unui sistem de 

forţe este necesar şi suficient ca în fiecare punct O al acestuia torsorul de reducere să aibă 

ambele componente nule : 

                                                         


 0,0 0MR                                               

(6.1) 

 Proiectând cele două ecuaţii vectoriale pe axele unui sistem cartezian Oxyz se 

obţin şase ecuaţii scalare de echilibru : 
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1
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                              0

1
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yiy FR            ,              0
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(6.2) 

                 0

1




n

i

ziz FR             ,              0

1




n

i

ziOz MM  

 

 În cazul unor sisteme particulare de forţe numărul ecuaţiilor scalare de echilibru 

se micşorează. Astfel, pentru un sistem de forţe coplanare ce acţionează în planul Oxy 

ecuaţiile de echilibru se reduc la trei : 

                   0

1




n

i

xix FR    ,   0

1




n

i

yiy FR    ,   0

1




n

i

ziOz MM                  

(6.3) 

 

 Echilibrul rigidului se realizează pentru o anumită configuraţie a sa în raport cu 

un reper, adică pentru poziţii bine determinate ale punctelor rigidului în raport cu reperul. 

Astfel, pentru a cunoaşte poziţia unui rigid în raport cu un sistem de referinţă cartezian 

este suficient a se cunoaşte poziţia a trei puncte ale sale, deci a se cunoaşte nouă 

coordonate carteziene. Deoarece numai şase dintre coordonate sunt independente (există 

trei relaţii între coordonate, care exprimă faptul că distanţele dintre puncte sunt constante) 

solidul rigid liber în spaţiu are şase grade de libertate (deplasări pe Ox, Oy, Oz şi rotiri în 

jurul aceloraşi axe). 

 
6.2. Echilibrul solidului rigid supus la legături. Generalităţi 

 

 Legăturile la care poate fi supus un rigid sunt mult mai complexe decât acelea la 

care este supus un punct material însă, oricât de complexe ar fi ele, echilibrul se studiază 
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la fel. Se eliberează pe rând corpul de legăturile sale şi se înlocuiesc, în conformitate cu 

axioma legăturilor, cu forţe sau cupluri de legătură. Sub acţiunea forţelor date şi a forţelor 

de legătură solidul poate fi considerat liber. 

 Reducând forţele date şi de legătură în raport cu un punct O, arbitrar ales, şi 

notând cu 












 

OMR ,  torsorul forţelor date şi cu 














  '

,' OMR  torsorul reacţiunilor, 

ecuaţiile vectoriale de echilibru au forma : 

                                            


 0,0' '
0 OMMRR                                         

(6.4) 

 

 Proiectând aceste ecuaţii pe axele unui reper cartezian Oxyz, obţinem şase ecuaţii 

scalare de echilibru : 

0' xx RR    ,   0' yy RR    ,   0' zz RR  

(6.5) 

0' OxOx MM    ,   0' OyOy MM    ,   0' OzOz MM . 

 

 O problemă de echilibru a unui solid rigid supus la legături este determinată dacă 

numărul total de necunoscute scalare este şase iar dacă el este mai mare atunci problema 

este nedeterminată, existând posibilitatea unei infinităţi de poziţii de echilibru sau a unei 

infinităţi de valori pentru forţele de legătură sau ambele variante. 

 Orice mişcare a unui solid rigid se poate descompune, în general, în două mişcări 

fundamentale : 

- o mişcare de translaţie ; 

- o mişcare de rotaţie în jurul unei axe. 

Dacă legătura împiedică translaţia, atunci reacţiunea va fi o forţă pe direcţia 

mişcării împiedicate dar de sens opus acesteia. Dacă legătura împiedică o rotaţie în jurul 

unei axe, atunci reacţiunea legăturii va fi un cuplu de forţe situat într-un plan 

perpendicular pe axa respectivă, de sens contrar rotaţiei împiedicate. Vom folosi aceste 

observaţii în ceea ce urmează. 

 
6.3. Echilibrul rigidului supus la legături fără frecare 

 

 Legăturile rigidului sunt rezemarea (reazemul simplu), articulaţia, încastrarea şi 

prinderea cu fire. În studiul legăturilor rigidului se urmăresc două aspecte şi anume: 

- aspectul geometric, referitor la numărul de grade de libertate rămase unui rigid 

după aplicarea legăturii; 

- aspectul mecanic, legat de elementele mecanice (forţe, momente) cu care se 

înlocuieşte legătura. 

În cele ce urmează se vor studia legăturile ideale, adică se vor neglija frecările. 

 

6.3.1. Reazemul simplu 

 

 Reazemul simplu reprezintă legătura prin care un punct O al rigidului este 

obligat să rămână în permanenţă pe o suprafaţă sau pe o curbă dată. 
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 Dacă  OOO zyxO ,, şi ecuaţia suprafeţei de reazem este f(x, y, z) = 0, atunci 

condiţia ca punctul O să aparţină suprafeţei,   0,, OOO zyxf , va reprezenta încă o 

relaţie între cele nouă coordonate ale celor trei puncte necoliniare ce fixează rigidul în 

spaţiu. În consecinţă, un reazem simplu suprimă unui rigid un grad de libertate astfel încât 

un rigid cu un reazem simplu are cinci grade de libertate. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 6.1 

 

 Pentru a studia forţele care apar în O (figura T 6.1) se descompun elementele 

torsorului 












 

OMR , al forţelor exterioare în câte două elemente : 

                                             tnOtn MMMRRR


 ,                                   

(6.6) 

 Forţa tR


 şi momentele tn MM


,  tind să pună în mişcare solidul rigid (S). Lipsa 

frecării face imposibilă oprirea acestor mişcări astfel încât, pentru ca solidul să rămână în 

echilibru, este necesar ca : 

                                                         


 0tnt MMR                                               

(6.7) 

 Rezultă că : 

                                                   


 0,0 On MRR                                          

(6.8) 

 Conform principiului acţiunii şi reacţiunii, în O apare forţa de legătură 


 NR ' , 

egală şi direct opusă lui nR


, astfel că putem afirma că un reazem fără frecare este 

înlocuit cu o forţă 


 NR '  (reacţiune normală), dirijată după normala comună în punctul 

de contact. Un simbol folosit pentru reazemul simplu este   ???  . 

Plan tangent

Normala

 S

N


O

0)z,y,x(f 
R


n
R


t
R


n
M


t
M


0
M

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6.3.2. Articulaţia 

 

 Articulaţia este legătura unui solid rigid prin care un punct O al acestuia este 

obligat să rămână în permanenţă într-un punct fix. 

 

 Articulaţia poate fi plană (cilindrică), atunci când rigidul este acţionat de un 

sistem de forţe plane, sau spaţială (sferică), dacă solidul este acţionat de un sistem de 

forţe spaţiale. 

 

a) Cazul articulaţiei sferice 

Obligând punctul ),,( OOO zyxO să rămână fix se impun trei condiţii geometrice 

 tconszyx OOO tan,,   care reduc numărul de grade de libertate ale rigidului de la 

şase la trei, acestuia fiindu-i permise numai trei rotaţii faţă de trei axe concurente în O. 

Pentru a studia forţele de legătură se consideră torsorul de reducere 












 

OMR ,  al 

forţelor exterioare în O. Momentul OM


tinde să rotească corpul şi deoarece nu există 

frecare care să se opună acestei tendinţe este necesar ca 


 0OM (deci şi 


 0

'

OM ). 

Rezultă că reacţiunea articulaţiei va fi o forţă '

R  de modul şi direcţie oarecare (figura 

T6.2). Descompunând forţa '

R  după axele reperului cartezian Oxyz în componentele 

''' ,, zyx RRR  rezultă ca o articulaţie sferică introduce trei necunoscute scalare (figura 

T6.3). Acest număr este egal cu numărul gradelor pierdute. Un simbol folosit pentru o 

articulaţie este  ??    . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 6.2                                             Figura T 6.3 

b) Cazul articulaţiei plane 

Obligând punctul ),( OO yxO  să rămână fix se impun două condiţii geometrice 

 tconsyx OO tan,   care reduc numărul de grade de libertate de la trei la unul, acestuia 

fiindu-i permisă doar o rotaţie în jurul unei axe perpendiculare pe planul forţelor şi care 

trece prin O. Şi în acest caz articulaţia se înlocuieşte cu o reacţiune '

R  dar ea este situată 
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în planul forţelor şi se descompune după direcţiile Ox şi Oy în componentele '
xR şi '

yR  

(figura T 6.4). Rezulta că o articulaţie plană introduce două necunoscute scalare (număr 

egal cu cel al gradelor de libertate pierdute). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        Figura T 6.4                                          Figura T 6.5 

 

 

6.3.3. Încastrarea 

 

 Încastrarea este legătura prin care un corp este fixat rigid (înţepenit) în alt corp astfel 

încât nu îi mai este permisă nici o mişcare. 

 

 Corpul nu mai are nici un grad de libertate. Din punct de vedere mecanic 

încastrarea este echivalentă cu un torsor 














  '

,' OMR , unde O este centrul de greutate al 

secţiunii transversale în dreptul încastrării (figura T 6.5). Cele două componente ale 

torsorului sunt vectori arbitrari 



















OO MMRR

'

,'  şi se pot descompune fiecare în 

trei componente pe axele unui reper cartezian Oxyz (figura T 6.6). O încastrare introduce 

şase necunoscute scalare : '''''' ,,,,, OzOyOxzyx MMMRRR (egal cu numărul de grade de 

libertate pierdute). 

 În cazul unui corp încastrat acţionat de forţe plane numărul de necunoscute 

scalare este trei : ''' ,, Ozyx MRR (figura T 6.7). 
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Figura T 6.6                              Figura T 6.7                            Figura T 6.8 

 

6.3.4. Prinderea cu fire 

 

 Prinderea cu fire în cazul rigidului se tratează ca şi în cazul punctului material, în 

sensul că această legătură se înlocuieşte cu o forţă care se introduce în lungul firului 

considerat secţionat, în aşa fel încât să întindă porţiunea de fir rămasă legată de rigid 

(figura T 6.8). Forţa 

S  se numeşte tensiune în fir. 

 

 
6.4. Echilibrul rigidului supus la legături cu frecare 

 

6.4.1. Tipuri de frecare. Ecuaţii de echilibru. 

 

 În subcapitolul 6.3 s-a discutat echilibrul rigidului cu legături ideale. În realitate, 

legăturile corpurilor sunt întotdeauna însoţite de frecare. Explicaţia fizică constă în faptul 

că în realitate corpurile sunt deformabile şi vin în contact nu într-un singur punct O ci pe 

o întreagă suprafaţă pe care forţele de legătură ip


au o distribuţie greu de stabilit (figura 

T6.9). Suprafeţele de contact prezintă asperităţi care, sub acţiunea forţelor ce acţionează 

asupra corpurilor, se întrepătrund şi se deformează. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 6.9 

 

 Fie un solid rigid (S) acţionat de forţele exterioare niF i ,1, 


. Torsorul forţelor 

exterioare în punctul teoretic de contact O (dacă corpurile nu s-ar deforma) este alcătuit 

din forţa rezultantă 

R  şi momentul rezultant OM


. Torsorul în O al forţelor de legătură 

ip


, aplicate în iA , este: 


O

1
F
 )S(
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









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






iiO
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O

pOAM

pR

'
'

'
  

 

 Ecuaţiile de echilibru sunt: 

                                              


 0,0' '
OO MMRR                                        

(6.9) 

 

 Fiecare din componentele torsorului de reducere din O al forţelor exterioare se 

descompune după normala în O la suprafaţa de contact şi o dreaptă din planul tangent în 

O la suprafaţa  2S  de reazem: 

                                           tpOtn MMMRRR


 ',                                 

(6.10) 

 

 În mod identic (figura T 6.10) se procedează cu elementele torsorului '
O  al 

forţelor de legătură: 

                                            rpO MMMTNR


 ','                                    

(6.11) 

 

 Ecuaţiile de echilibru, proiectate pe direcţia normalei şi în planul tangent, se 

scriu: 

             


 0,0,0,0 rtpntn MMMMTRNR         

(6.12) 
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Figura T 6.10 

 Să analizăm rolul pe care-l îndeplineşte fiecare componentă în parte: 

   Forţa nR


 tinde să deplaseze corpul în direcţia normalei On la suprafaţa 

de reazem. Această deplasare este împiedicată de reacţiunea normală 

N ; 

    Forţa tR


tinde să deplaseze corpul în planul tangent în O la suprafaţa de 

reazem. Această deplasare se numeşte alunecare şi ea este împiedicată de forţa de 

frecare de alunecare 

T ; 

   Cuplul de moment nM


 are tendinţa de a roti corpul în jurul normalei 

On. Această mişcare se numeşte pivotare şi ea este împiedicată de cuplul de moment 

pM


, numit cuplu de frecare de pivotare; 

   Cuplul de moment tM


 are tendinţa de a roti corpul în jurul unei axe din 

planul tangent la suprafaţa de contact. Această mişcare se numeşte rostogolire şi ea 

este împiedicată de cuplul de moment rM


, numit cuplu de frecare de rostogolire. 

 

6.4.2. Frecarea de alunecare 

 

 Să considerăm un rigid acţionat de un sistem de forţe exterioare al cărui torsor de 

reducere în raport cu punctul teoretic de contact cu suprafaţa de reazem este alcătuit doar 

din forţa tn RRR


  (figura T 6.11). Conform principiului acţiunii şi reacţiunii 

forţei

R  i se opune reacţiunea 


 TNR ' . Aceasta este înclinată cu unghiul  faţă de 

direcţia normalei, unde   este dat de relaţia: 

                                                                tgNT 


                                                

(6.13) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Plan

tangent

Normala

N


O

R


T

R


t
R


n
R





N


O
T


max
T


R


max
R


 



 86 

 

Figura T 6.11 

 În cazul echilibrului la limită unghiul   capătă valoarea maximă  max : 

                                                          tgNT 


max                                                

(6.14) 

Notând  tg
not
 , unde   este coeficientul de frecare de alunecare, obţinem: 

                                                        


 NTT max                                              

(6.15) 

 

 Legile frecării uscate (Coulomb) prezentate în cazul echilibrului punctului 

material cu frecare rămân valabile şi în cazul de faţă ca şi observaţiile referitoare la 

coeficientul de frecare de alunecare  . 

 

6.4.3. Frecarea de rostogolire 

 

 Să considerăm un rigid în echilibru acţionat de un sistem de forţe care are 

torsorul în O alcătuit din tn RRR


  şi tO MM


  (figura T 6.12). Conform 

principiului acţiunii şi reacţiunii torsorul în acelaşi punct al forţelor de legătură este 

alcătuit din 


 TNR ' şi rO MM


' . Momentul tM


 tinde să producă rostogolirea 

corpului şi lui i se opune momentul de frecare de rostogolire rM


. Această situaţie este 

întâlnită în practică în cazul roţilor de autovehicule, al bilelor sau rolelor de rulment. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 6.12 

 Astfel, în figura T 6.13 a se consideră o roată acţionată de forţele exterioare 

G şi 


F . În figura T 6. 13 b forţele 


G şi 


F  s-au înlocuit cu torsorul de reducere în raport cu 

punctul teoretic de contact O. Roata şi calea de rulare fiind corpuri deformabile contactul 

va avea loc pe o suprafaţă şi nu într-un punct. În fiecare punct de contact va apare o 

normala
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reacţiune care se poate descompune după direcţiile normală şi tangenţială în in


 şi it


. 

Aceste componente se înlocuiesc cu rezultantele lor 

N şi 


T . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                          (b)                           (c)                           (d) 

 

 

Figura T 6.13 

 

 Situaţia din figura T 6.13 b este determinată de faptul că zona de contact este 

asimetrică faţă de planul median, fiind mai mare în partea în care roata are tendinţa să se 

deplaseze. Pentru echilibrul la limită se obţine situaţia din figura T 6.13 c . Distanţa s, 

care reprezintă distanţa maximă a cu care este deplasată reacţiunea normală 

N  faţă de 

verticala punctului O, se numeşte coeficient de frecare de rostogolire. Distanţa b este 

neglijabilă. Făcând reducerea sistemului de forţe 

N  şi 


T  în raport cu punctul O se 

obţine situaţia din figura 6.13 d. În concluzie, apar ca reacţiuni forţele 

N  şi 


T  şi 

momentul de frecare de rostogolire rM


, opus tendinţei de rostogolire şi de modul: 

 

                                                    


 NsMM rr max,                                            

(6.16) 

 

 Coeficientul s se exprimă în metri iar valoarea sa (determinată experimental) 

depinde de raza roţii şi de natura materialelor din care sunt confecţionate roţile 

 

6.4.4. Frecarea de pivotare 

 

 Să considerăm un rigid aflat în echilibru pe o suprafaţă şi acţionat de un sistem de 

forţe exterioare al cărui torsor în raport cu punctul  SO  este nRR


  şi nO MM


 . 


F


C

G


i
t




0
M


N
T



CR


r
M






CR


0
M


N
Δ

T


b




CR


0
M


a

N


 



 88 

Torsorul în acelaşi punct al forţelor de legătură este format din 


 NR '  şi 

pO MM


' (figura T 6.14). Echilibrul impune ca: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 6.14 

 

                                             


 0NR n    ,    


 0pn MM                                    

(6.17) 

 Experienţa arată că pM


, denumit moment de frecare de pivotare, nu poate 

depăşi o anumită limită, respectiv valoarea maximă a momentului de frecare de pivotare 

este dată de: 

                                                     


 NkM p max,                                                    

(6.18) 

 

unde   este coeficientul (adimensional) de frecare de alunecare iar k este un factor ce 

depinde de forma suprafeţelor aflate în contact (are dimensiunile unei lungimi). 

 În concluzie, tendinţei de pivotare i se opune un cuplu de frecare de pivotare 

care variază de la zero la o valoare maximă egală cu produsul dintre un coeficient de 

frecare de alunecare   (stabilit experimental), un factor unidimensional k, depinzând de 

forma şi de dimensiunile suprafeţelor în contact şi modulul reacţiunii normale: 
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

 NkMM pp max,                                             

(6.19) 

 

6.4.5. Frecarea în articulaţii şi lagăre 

 

 În afara frecărilor prezentate, care se refereau la reazemul simplu, în tehnică se 

întâlnesc şi alte cazuri importante în care intervine frecarea. Două dintre aceste situaţii 

vor fi prezentate în cele ce urmează. 

 Roţile unei maşini sunt fixate pe arbori sau osii, care la rândul lor se reazemă pe 

lagăre (figura T 6.15). Porţiunile din arborii sau osii care vin în contact cu lagărele se 

numesc fusuri. În timpul rotaţiei arborelui între fus şi lagăr are loc o alunecare sau o 

rostogolire însoţită de frecare. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Figura T 6.15                                                    Figura T 6.16 

 

 Frecarea în lagăr se manifestă printr-un cuplu de frecare. Experienţa arată că 

acest moment, notat fM


, şi numit moment de frecare din lagăr (din articulaţie) nu 

poate depăşi o anumită limită, respectiv valoarea maximă a momentului de frecare din 

lagăr este dată de: 

                                                      ''max,


 RrM f                                                 

(6.20) 

unde '  este coeficientul (adimensional) de frecare din lagăr, r este raza fusului iar '

R  

este modulul reacţiunii din articulaţie. 

 În concluzie, într-un lagăr sau într-o articulaţie (figura 6.16) apare un cuplu de 

frecare, opus tendinţei de rotaţie, de moment ce variază de la zero la o valoare maximă 

egală cu produsul dintre un coeficient de frecare în lagăr ' , raza fusului r şi modulul 

reacţiunii: 
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                                               ''max,


 RrMM ff                                            

(6.21) 

 Coeficientul de frecare ' , care se determină experimental, depinde de natura 

suprafeţelor de contact, de forma şi dimensiunile lagărului precum şi de modul de 

repartiţie al reacţiunilor elementare pe suprafaţa de contact. Modulul reacţiunii '

R  are 

expresia: 

   2'2'' yx RRR 


- pentru articulaţia cilindrică; 

     2'2'2'' zyx RRRR 


- pentru articulaţia sferică. 

 În figurile T 6.15 a, b sunt date exemple de lagăre de alunecare şi de rostogolire. 

 

6.4.6. Frecarea firelor 

 

 Să considerăm o roată pe care este înfăşurat un fir. Dacă roata este fixă şi firul are 

tendinţa de mişcare sau dacă firul este fix şi roata are tendinţa de mişcare, atunci între fir 

şi roată apare frecare (figura T 6.17). Notând cu   coeficientul de frecare, cu   unghiul 

de înfăşurare a firului pe roată şi cu 1T şi 2T tensiunile în fire de o parte şi de alta a roţii, 

atunci condiţia de echilibru se scrie: 

                                                          e
T

T
e 

2

1                                                 

(6.20) 

 Relaţia (6.20) poartă numele de formula lui Euler pentru frecarea firelor. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 6.17 

 
6.5. Probleme rezolvate 

 

R 6.1. Se consideră bara omogenă AB, de greutate G şi lungime l , simplu rezemată în B 

pe un plan înclinat cu unghiul   faţă de orizontală şi articulată în A ( fără frecare ). 

Direcţia barei formează unghiul   cu orizontala ( figura R 6.1.1 ) Un fir inextensibil, 

O


1

T

2
T

Tendinţa de mişcare
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trecut peste scripetele fix fără frecare din D , uneşte punctul C al barei cu o greutate Q 

(AC = a ,   dat ). Dacă bara este solicitată de un cuplu de forţe de moment M , se cere : 

a ) Reacţiunile din A şi B ; 

             b) Valoarea momentului M pentru care bara rămâne în echilibru în poziţia dată 

dacă lipseşte reazemul din B . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 6.1.1                                           Figura R 6.1.2 

Rezolvare: a) Se eliberează bara de legăturile sale (articulaţia din A, firul din C şi 

reazemul simplu din B) şi se introduc reacţiunile corespunzătoare (vezi figura R 6.1.2). 

Deoarece QSC  , necunoscutele problemei sunt    
BBAAA NRVHR



,, . Ecuaţiile 

scalare de echilibru sunt: 

 

   0sincos  BAi NQHX                                              

(1) 

    0cossin  BAi NQGVY                                          

(2) 

    0cossincos
2

 lNaQ
l

GMM BA                

(3) 

Din ecuaţiile (1-3) se obţin reacţiunile: 

 

 













l

MG

l

a
QNB 


cos

2
sin

cos

1
 

     cossin,cossin BABA NQGVQNH   

b) Absenţa reazemului din B conduce la: 

 sincos
2

0 aQ
l

GMNB  . 

 

R 6.2. Bara cotită OABC, de greutate neglijabilă, este încastrată în O şi este solicitată de : 

      - o sarcină uniform distribuită, de intensitate q ( N / m ) , aflată în planul yOz ; 

      - o sarcină distribuită , ce scade liniar de la p ( N / m ) la 0 , aflată într-un plan         

paralel cu yOz ; 
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       - o sarcină punctuală F (N), aflată într-un plan paralel cu xOz, ce face unghiul 

  cu Oz. 

Dimensiunile barei fiind cele din figura R 6.2.1, să se determine reacţiunile din 

încastrarea O . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 6.2.1.                                            Figura R 6.2.2. 

 

 Rezolvare: Forţele uniform distribuite formează un sistem de forţe paralele şi se 

înlocuiesc cu rezultanta lor Q = 2 q l, cu punctul de aplicaţie în mijlocul segmentului AD 

(figura R 6.2.2). Forţele liniar distribuite formează şi ele un sistem de forţe paralele şi se 

înlocuiesc cu rezultanta 
2

3
)(

3

0

lp
dsspP

l
   (aria triunghiului BCC‟), cu punctul de 

aplicaţie în centrul forţelor paralele aflat pe BC la distanţa : 

l
dssp

dssps
BE

l

l

2
)(

)(

3

0

3

0








. 

 Eliberând corpul de legătura sa (încastrarea din O) şi introducând componentele 

reacţiunii din încastrare  
zyx RRR ,,  şi ale momentului din încastrare  

zyx MMM ,, , se 

pot scrie următoarele şase ecuaţii scalare de echilibru: 

   0sinFRX xi                  024cos3 lPlFlQMM xxi   

   0PRY yi                           0cos lFMM yyi   

   0cosFQRZ zi            024sin lPlFMM zzi  . 

 Rezolvând acest sistem obţinem: 

 sinFR x                                 cos436 22 lFlplqM x   

 
2

3 lp
R y                                      coslFM y   

 cos2 FlqR z                         sin43 2 lFlpM z  . 

 

R 6.3. Placa dreptunghiulara ABCD se sprijină în A pe un plan orizontal şi în B pe un 

plan înclinat ( figura R 6.3.1). Cunoscând lungimile laturilor dreptunghiului AB = b şi 

AD = a , coeficientul de frecare de alunecare   din A şi B şi unghiul   de înclinare, să 

 F


l

l

2l 2l
y

D

q


B

CC

3l

s

O

z

x

A

p


 

 F


l

l

y

B

C

2l

O

z

x
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E
P


F

3l
z

M

z
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x
R
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

y
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se determine poziţia de echilibru dată prin unghiul  . Să se particularizeze rezultatul 

găsit pentru 
2


   şi 0

b

a
( cazul barei ce se sprijină pe doi pereţi perpendiculari). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                  Figura R 6.3.1                                   Figura R 6.3.2 

 

 Rezolvare: Se eliberează corpul de legăturile sale (reazemele cu frecare din A şi 

B) şi se introduc reacţiunile corespunzătoare  
AAA TNR ,



,  
BBB TNR ,



 (figura R 6.3.2). 

Ecuaţiile de echilibru şi condiţiile de echilibru (la limită) asociate frecărilor din A şi B 

sunt: 

     0sincos  BBAi NTTX  

     0cossin  BBAi NTGNY  

      


 0cossincos
2

22

 bNbT
ba

GM BBAi  

BBAA NTNT   , . 

 

 Rezolvând acest sistem se obţine: 

    BBAABA NTNTGNGN 















 ,,

sin1
,

sin1

cossin
22

, 

 

 1
1

2

1

2
1

2

2

























ctg
b

a

ctg

tg . 

Observaţie: Dacă 
2

,0


 
b

a
 (cazul barei rezemate cu frecare între doi pereţi 

perpendiculari), atunci echilibrul se realizează pentru 





2

1 2
tg . 

 

R 6.4. Sistemul din figura R 6.4.1 este format dintr-un disc omogen de greutate G şi rază 

R, care se sprijină pe o bară orizontală de greutate neglijabilă care este articulată în A şi 

rezemată în B, şi un corp de greutate P aflat pe un plan neted şi înclinat cu unghiul   faţă 

de orizontală. Ştiind că AC = CB = l, R = l / 3, G = 1000 N, 
030  şi că în C există 

frecare atât de alunecare cât şi de rostogolire de coeficienţi  = 0.1 şi s = 0.15 R , se cer : 

 
A

B

C

D
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      a ) Valorile forţei P pentru echilibru ; 

      b ) Reacţiunile în A şi B pentru maxPP  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            Figura R 6.4.1                                          Figura R 6.4.2 

 

 Rezolvare: Sub acţiunea forţelor 


G  şi 


F  semidiscul poate aluneca, respectiv 

rostogoli, în sensul precizat în figura R 6.4.2. sau în sens contrar. Eliberând corpul de 

reazemul cu frecare din A şi introducând reacţiunile corespunzătoare (reacţiunea normală 

AN


, forţa de frecare de alunecare AT


 şi momentul de frecare de rostogolire rM


), se 

scriu următoarele ecuaţii şi condiţii de echilibru: 

   0sincos  AAi NTPX                                                                     

(1) 

   0cossin  AAi NTGY                                                                    

(2) 

 0cossin   RPRGMM rAi                                                       

(3) 

 Condiţia de nealunecare:  AA NT                                                                    

(4) 

 Condiţia de nerostogolire:  Ar NsM                                                                  

(5) 

 

 Din (1 – 5) găsim că: 
























 G

tg
R

s
R

s
tg

G
tg

tg
P

1

,
1

maxmin








                                                        

(6) 

 Studiind cazul tendinţelor opuse de alunecare, respectiv rostogolire, găsim o 

valoare maximă pentru forţa P în cazul echilibrului: 



P


R,G s,

C

B
O

 

P


A

A
N


A
T


y

x

C


r
M

Tendinţa de

alunecare Tendinţa de

rostogolire
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






















 G

tg
R

s
R

s
tg

G
tg

tg
P

1

,
1

minmax








                                                  

(7) 

 Pentru ca semidiscul să rămână în echilibru în poziţia din figura R 6.4.2. trebuie 

ca maxmin PPP  . 

 

Caz particular: În cazul valorilor particulare propuse pentru parametrii problemei 

obţinem că: 

   NG
tg

tg
77,33

1









 NG

tg

tg
79,87

1









 

   NG

tg
R

s
R

s
tg

07,45

1











 NG

tg
R

s
R

s
tg

18,70

1











. 

Sunt posibile următoarele situaţii: 

a) )77,33;0[ NP  - corpul alunecă spre B şi se rostogoleşte în sens 

trigonometric; 

b) )07,45;77,33[ NNP  - corpul se rostogoleşte în sens trigonometric fără 

a aluneca; 

c) ]18,70;07,45[ NNP - corpul se afla în echilibru; 

d) ]79,87;18,70( NNP - corpul se rostogoleşte în sens orar fără a aluneca; 

e)   ;79,87 NP  - corpul alunecă spre C şi se rostogoleşte în sens orar. 

 

6.5. Placa omogenă din figura R.6.5.1 are o articulaţie în O caracterizată prin coeficientul 

de frecare 0  şi raza fusului articulaţiei 0r . Să se determine valorile coeficientului de 

frecare pentru ca placa să rămână în echilibru în poziţia din figură. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 6.5.1                                      Figura R 6.5.2 

 

 Rezolvare: Eliberăm corpul de legătura sa (articulaţia cu frecare din O) şi 

introducem reacţiunile corespunzătoare (componentele OO VH ,  ale reacţiunii din 

articulaţie şi momentul de frecare din articulaţie fM ). Pentru a nu determina centrul de 

a

a

a

a3

a4

a

 

y

x

0V


0H


O

1G


3

a4

fM
2G


1C

2C
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masă al plăcii se împarte aceasta în două (suprafaţa triunghiulară şi suprafaţa pătratică) şi 

se introduc greutăţile 1



G  şi 2



G  în centrele lor de masă 21,CC  (figura R 6.5.2). 

Considerăm în cele ce urmează tendinţa de rotire a plăcii în sens orar. Ecuaţiile de 

echilibru şi condiţia de echilibru asociată acestui tip de frecare sunt: 

   0Oi HX                                                                                                     

(1) 

   021 GGVY Oi                                                                                        

(2) 

   0
32

3
12

a
G

a
GMM fiO                                                                      

(3) 

 22
00 OOf VHrM                                                                                     

(4) 

 Considerând că densitatea superficială este  , putem scrie : 

 ,6 2
111 gagAgMG   gagAgMG 2

222               

(5) 

 Din (1 – 5) se obţine 
0

0 14 r

a
 . 

Observaţie: Studiul tendinţei de rotire în sens trigonometric ne arată că placa rămâne în 

echilibru indiferent de valorile coeficientului de frecare 0 . 

 

R 6.6. Un cablu, trecut peste doi tamburi ficşi, are la capete două greutăţi P şi Q (figura R 

6.6.1) . Cunoscând coeficienţii de frecare între cablu şi cei doi tamburi , 1  şi 2 , se 

cere raportul greutăţilor P şi Q pentru echilibru. 

 

 

 

 

 

 

 

 

        Figura R 6.6.1                                    Figura R 6.6.2 

 Rezolvare: Secţionăm cablul în porţiunea dintre tamburi şi introducem tensiunea în 

cablu, T (figura R 6.6.2). Condiţiile ca cele două bucăţi de cablu să nu se deplaseze pe cei 

doi tamburi se scriu sub forma: 

 




















2

3
exp

2

3
exp 11







T

Q
 , 



















2

3
exp

2

3
exp 22







P

T
 

 

 Înmulţind membru cu membru cele două duble inegalităţi obţinem valorile pe 

care le poate lua raportul Q / P la echilibru: 

P


Q


 
P


Q


T


T



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


















2

3
)(exp

2

3
)(exp 2121







P

Q
. 

 
6.6. Probleme propuse 

 

6.6.1. Teste clasice 

 

TC 6.1) Se consideră bara omogenă AB de greutate G şi lungime l, simplu rezemată fără 

frecare în punctele A şi D pe o suprafaţă semicilindrică de rază 
2

l
R   (figura TC 6.1.1). 

Să se determine reacţiunile în A şi D şi poziţia de echilibru dată prin unghiul  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           Figura TC 6.1.1                                                   Figura TC 6.2.1 

 

TC 6.2) Se consideră bara din figura TC 6.2.1, articulată în A şi simplu rezemată în B. Ea 

este acţionată pe latura AC de forţa liniar distribuită de intensitate maximă p (N/m) şi de 

forţa concentrată P (N) în punctul E. Dimensiunile barei fiind cele din figură, să se 

determine reacţiunile din articulaţia A şi reazemul B. 

 

TC 6.3) Paralelipipedul dreptunghic omogen din figura TC 6.3.1., cu latura bazei a şi 

înălţimea b se sprijină pe un plan înclinat al cărui unghi   poate fi modificat, 

coeficientul de frecare de alunecare dintre paralelipiped şi plan fiind   . Să se determine 

unghiul   în cazul echilibrului. 
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           Figura TC 6.3.1                                  Figura TC 6.4.1 

 

TC 6.4) O bară cotită, de greutate neglijabilă, este prinsă la un capăt de un resort elastic 

de constantă elastică k şi lungime iniţială 0l  iar la celălalt capăt are montată o bilă de 

greutate G (figura TC 6.4.1). Bara este articulată cu frecare în punctul O. Cunoscând 

poziţia de echilibru dată prin unghiul   , raza articulaţiei 0r  şi coeficientul de frecare în 

articulaţie 0 , să se determine valorile greutăţii G în cazul echilibrului. 

 

6.6.2. Teste grilă 

 

TG 6.1) Placa omogenă din figura TG 6.1 este alcătuită dintr-o parte mărginită de un 

semicerc de rază R care se continuă cu o parte în formă de triunghi isoscel cu baza 2R şi 

înălţimea h. Să se determine relaţia dintre înălţimea h şi raza R astfel ca placa să stea în 

echilibru pe un plan orizontal pentru o înclinare oarecare a sa. 

a) hR 2   ;  b) hR   ;  c) Rh 2  ;  d) Rh 2 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TG 6.1                          Figura TG 6.2                             Figura TG 6.3 

 

TG 6.2) O cutie de masă M = 75 kg şi latură a = 0,6 m se găseşte în repaus pe o suprafaţă 

aspră (figura TG 6.2). Contactul între cutie şi suprafaţă este caracterizat de coeficientul de 

frecare de alunecare 2,0 . Care este valoarea maximă a forţei P care acţionează 

asupra cutiei şi care este înălţimea maximă h la care aceasta se poate aplica pentru a nu 

produce răsturnarea sau alunecarea cutiei pe podea? Se consideră 2/81,9 smg  . 

 

a) mhNP 5,1,15,147 maxmax   ;  b) mhNP 2,1,28,125 maxmax    ; 

c) mhNP 2,31,140 maxmax    ;  d) mhNP 8,1,75,240 maxmax  . 

 

TG 6.3) Bara orizontală AB din figura TG 6.3 are o articulaţie în O caracterizată prin 

coeficientul de frecare   şi raza fusului articulaţiei r. Ea este acţionată de forţele 

verticale P şi Q, aflate la distanţele a şi b, respectiv, de articulaţia O. Precizaţi domeniul 

de valori pe care îl poate lua raportul P / Q pentru realizarea echilibrului în poziţia din 

figură. 
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c) 

















ar

ar

br

br

Q

P








,    ;   d)   ,0

Q

P
. 

 
6.7. Indicaţii şi răspunsuri 

 

TC 6.1) Se eliberează bara de legăturile sale (reazemele fără frecare din A şi D) şi se 

introduc reacţiunile normale AN


 şi DN


 (figura TC 6.1.2). Ecuaţiile de echilibru sunt: 

   


 0
2

sincos


 DAi NNX  

   


 0
2

cossin


 DAi NGNY  

  


 0
2

cos
22

sin2
 l

GRNM DiA . 

 

Rezolvând acest sistem găsim: 

2
,447,0

cos

2
cos

2
,

8

331
arcsin2

G
NG

G
N DA 








 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 6.1.2                                Figura TC 6.2.2 

 

TC 6.2) Forţa distribuită liniar se înlocuieşte cu rezultanta apR   plasată pe bara AC la 

distanţa 2a / 3 de punctul C (figura TC 6.2.2). Se introduc reacţiunile  
AAA VHR ,



 şi 

 
BB NR



 şi se scriu ecuaţiile de echilibru: 

   030sin 0 paNHX BAi  

   030cos 0 PNVY BAi  
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 0
3

4
230cos30sin 00 

a
paaPaNaNM BBiA . 

Necunoscutele acestui sistem sunt AA VH ,  şi BN . 

 

TC 6.3) Reacţiunea normală din partea planului îşi deplasează punctul de aplicaţie odată 

cu creşterea unghiului planului. La limita echilibrului, care se poate pierde prin 

răsturnare, reacţiunea se aplică în poziţia extremă A a bazei (figura TC 6.3.2). Reducerea 

forţelor de legătură în centrul O al bazei impune introducerea momentului de frecare de 

rostogolire rM . Ecuaţiile şi condiţiile de echilibru se scriu: 

  0sinGTX i  

   0cosGNY i  

   0sin
2


b

GMM riO  

 NsMNT r  , . 

Coeficientul de frecare de rostogolire s reprezintă deplasarea maximă pe care o poate 

avea reacţiunea normală N, adică 
2

a
s  . Rezolvând setul de condiţii de mai sus se obţine 

),min(
b

a
arctgarctg   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                Figura TC 6.3.2                                   Figura TC 6.4.2 

 

TC 6.4) Forţa elatică ce se dezvoltă în resort este sin2 rkFel   iar articulaţia cu 

frecare din O se înlocuieşte cu reacţiunea  
OOO VHR ,'



 şi momentul de frecare fM  

(figura TC 6.4.2). Considerând tendinţa de rotire a barei în sens orar , ecuaţiile de 

echilibru sunt: 

   0Oi HX  

   0elOi FGVY  

   0sincos2  rGrFMM elfiO  

 
22

00 OOf VHrM    

Considerând şi cealaltă tendinţă de mişcare se găseşte că: 



G

O

r
M

T
x

C

y

N

 



r2

G

0
l

r

y

x

 sinr2kF
el

f
M
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 

00

00

sin

cos2sin2

rr

rrkr








 G

 

00

00

sin

cos2sin2

rr

rrkr








. 

 

TG 6.1) Se pune condiţia ca momentul rezultant al forţelor de greutate să fie nul: 

3

2

2
sin

3

2
21

h
GRG 





. 

Răspuns corect: c) 

 

 

TG 6.2) Se scriu ecuaţiile de echilibru: 

2
,, maxmax

a
MghPPNTPgMGN   . 

Răspuns corect : b). 

 

TG 6.3) Pentru tendinţa de rotire în sens trigonometric ecuaţiile de echilibru şi condiţia 

de echilibru se scriu: 

  0Oi HX  

  0QPVY Oi  

  0fOi MaPbQM  

22
OOf VHrM   . 

Răspuns corect : a). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

7. Echilibrul sistemelor de puncte materiale şi de solide rigide 
 

7.1. Condiţii de echilibru ale unui sistem de forţe ce acţionează asupra unui sistem 

de puncte materiale 
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 O mulţime de n puncte materiale, legate într-un anumit mod între ele, formează 

un sistem. Forţele care acţionează asupra punctului material niA i ,1,  , sunt de două 

feluri: 

- forţe exterioare, a căror rezultantă o vom nota cu iF


 (figura T 7.1); 

- forţe interioare, notate ijnjF ji 


,,1, . 

Conform principiului acţiunii şi reacţiunii forţele interioare sunt două câte două egale şi 

direct opuse: 

                                   ijnjiFF ijji 


,,1,,0                                          

(7.1) 

În plus, momentul faţă de un punct arbitrar O al oricărei perechi de forţe interioare 

ijji FF


,  este nul: 

         
































jijijijjiiijjjii FrrFrFrFrFr         

(7.2) 


 0jiji FAA , deoarece jiji FAA


// . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         Figura T 7.1                                         Figura T 7.2 

 

Prin definiţie, un sistem de puncte materiale este în echilibru dacă fiecare punct 

din sistem se află în echilibru şi reciproc. 

 Condiţia necesară şi suficientă ca un punct niA i ,1,  , din sistem să fie în 

echilibru este: 

                                                   






  0

1

n

ij
j

jii FF  , ni ,1                                           

(7.3) 

Însumând ecuaţiile (7.3) se găseşte că: 

 i
A j

A
ij

F


j i
F


j
r


i
r


i
F


j
F


O  

 

O

F


1
A

2
A

F




1
r


2
r

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                                                     














n

i

n

ij
j

ji

n

i

i FF

1 11

0                                            

(7.4) 

Înmulţind vectorial relaţiile (7.3) cu vectorii nir i ,1, 


, la stânga, se obţin şi 

ecuaţiile: 

                                niFrFr

n

ij
j

jiiii ,1,0

1









                                   

(7.5) 

care, prin adunare, conduc la: 

                                 














n

i

n

ij
j

jii

n

i

ii FrFr

1 11

0                                   

(7.6) 

Conform relaţiilor (7.1 – 7.2) avem că 










n

i

n

ij
j

jiF

1 1

0 ,










n

i

n

ij
j

jii Fr

1 1

0 , 

astfel că , din (7.4) şi (7.6), obţinem următoarele condiţii necesare de echilibru pentru un 

sistem de puncte materiale: 

                                       





 0

1

n

i

iF    ,   





 0

1

n

i

ii Fr                                 

(7.7) 

 

 Aceste condiţii nu sunt însă şi suficiente pentru echilibrul unui sistem de puncte 

materiale deoarece ele nu asigură că fiecare punct al sistemului este în echilibru. Astfel, 

considerând un sistem de două puncte materiale 1A  şi 2A , acţionat de forţele coliniare 


F  şi  -


F  (figura T 7.2), cu toate că relaţiile (7.7) sunt verificate, punctele nu vor fi în 

echilibru ci se vor apropia unul de altul. 

 Pentru un solid rigid, condiţiile (7.7) sunt condiţii necesare şi suficiente de 

echilibru. 

 
7.2. Teoreme şi metode pentru rezolvarea problemelor de statica sistemelor 

 

 Condiţiile (7.7) reprezintă forma matematica a teoremei solidificării al cărui 

enunţ este: 

 Teorema solidificării: Un sistem de puncte (sau de rigide) deformabil, care se 

află în echilibru sub acţiunea unui sistem de forţe oarecare, continuă să rămână în 

repaus dacă este rigidizat prin introducerea unor legături interioare suplimentare. 
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 Dacă se consideră doar o parte din  ecuaţiile (7.3) şi (7.5) şi anume acelea care exprimă 

condiţiile de echilibru pentru punctele ce alcătuiesc un sistem izolat din sistemul de 

puncte iniţial, procedând la fel ca mai sus se obţin condiţii similare celor exprimate de 

(7.7), cu observaţia că sumele se consideră numai pentru punctele subsistemului. Se 

obţine astfel teorema echilibrului părţilor, care se enunţă astfel: 

 Teorema echilibrului părţilor: Dacă un sistem de puncte (sau de rigide) 

deformabil se află în echilibru sub acţiunea unui sistem de forţe, atunci o parte oarecare 

din sistem considerată ca rigid este de asemenea în echilibru sub acţiunea forţelor care 

corespund acestei părţi. 

 
Folosind această teoremă se poate observa că pentru a rezolva o problemă de echilibrul 

sistemelor de corpuri putem considera echilibrul fiecărui corp în parte. Se ajunge astfel la 

metoda izolării corpurilor. 

Fiecare corp izolat va fi acţionat de forţele exterioare date (active), de forţele exterioare de legătură (necunoscute) din 

legăturile corpului cu corpurile din afara sistemului şi de forţele interioare de legătură (necunoscute) din legăturile 

acestui corp cu celelalte corpuri din sistem. 

Tipurile de legături (exterioare sau interioare) sunt aceleaşi cu cele întâlnite în 

cazul rigidului cu legături şi modul de tratare al lor este acelaşi. În ce priveşte forţele de 

legătură interioare, trebuie respectat cu atenţie principiul acţiunii şi reacţiunii, ceea ce 

înseamnă că dacă pe un corp apare o acţiune, pe corpul cu care vine în contact va apare o 

reacţiune egală şi direct opusă. 

În rezolvarea problemelor de echilibrul sistemelor de corpuri apar ca necunoscute 

parametrii ce fixează poziţia de echilibru precum şi componentele reacţiunilor. Pentru a 

elimina unele reacţiuni, care nu interesează, se poate aplica teorema echilibrului părţilor 

sau chiar teorema solidificării, adică se scriu ecuaţiile de echilibru doar pentru o parte din 

sistem considerată rigidizată sau pentru întregul sistem considerat ca rigid. 

 
7.3. Probleme rezolvate 

 

R 7.1) Se consideră sistemul de bare în echilibru din figura R 7.1.1. Ştiind că l = 1 m, q = 2 kN 

/ m , P = 10 kN şi M = 20 kN m, să se determine reacţiunile din încastrarea A , reazemul 

simplu B şi articulaţia C .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B



M

q


l

3l

A

l2 l5,1 l5,1

P


C

D
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Figura R 7.1.1 

 

 Rezolvare: Se aplică metoda izolării corpurilor considerând fiecare corp separat, 

acţionat de forţele exterioare, forţele de legătură cu exteriorul sistemului şi forţele de 

legătură între corpurile care alcătuiesc sistemul. Forţa uniform distribuită q se înlocuieşte 

cu o forţă concentrată echivalentă Q = 4 l q, aplicată la jumătatea barei AD şi având 

aceiaşi direcţie şi sens cu forţa q. Pentru fiecare corp se scriu cele trei ecuaţii de echilibru 

corespunzătoare cazului plan. 

Corpul 1 ( figura R 7.1.2 ) 

 

  0CAi HQHX                                                                             (1) 

  0CAi VVY                                                                                                 

(2) 

  0322 lHlVlQMMM CCAAi                                                   

(3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 7.1.2                                          Figura R 7.1.3 

 

Corpul 2 ( figura R 7.1.3 ) 

 

045sin 0  PHX Ci                                                                                     

(4) 

  045cos 0PNVY BCi                                                                             

(5) 

0
2

23
3 

l
PlNM BCi                                                                             

(6) 
 

 Din ecuaţiile ( 1 – 6 ) se obţine : 

 

In B : kNPNB 25
2

2
  

l

l

2l

2l

A

A
M

A
H

A
V

M C
C

H

C
VQ

D

 



C

P

B

B
N

C
V

C
H

l3

l5,1 l5,1

045
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In C : 045cos;2545sin 0
0  BCC NPVkNPH  

In A :
 

mkNHlVlQlMM

VVkNQHH

CCA

CACA





21528322

;0;258
. 

 

R 7.2) Bara AB, de greutate G şi lungime 4 l, este rezemată fără frecare în punctele A şi 

C (AC = 3 l ) . Capătul A este legat cu un fir inextensibil orizontal AD iar bara formează 

unghiul   cu orizontala. Pe bară, în punctul E ( AE = l ) se găseşte o sferă de rază R şi 

greutate P care este prinsă cu firul OF, paralel cu bara AB ( figura R 7.2.1 ). Ştiind că  

sistemul este în echilibru, să se determine tensiunile din firele AD şi OF . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 7.2.1 

 

Rezolvare: Se izolează cele două corpuri ( bara şi sfera ) şi se scriu ecuaţiile de 

echilibru : 

Bara AB ( figura R 7.2.2 ) 
 

  0sinsin  CEADi NNTX                                                          (1) 

0coscos   CEAi NNGNY                                                      (2) 

  03cos2 lNlGlTM CADAi                                                    (3) 

 

Sfera de centru O ( figura R 7.2.3 ) 

 

  0sinPTX OFi                                                                               (4) 

  0cosPNY Ei                                                                                (5) 
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Figura R 7.2.2                                      Figura R 7.2.3 

 

 Din ( 1 – 5 ) rezultă : 
 

   









sin3

cos2sin3cos3
;

sin3

cossin2
;cos

22











GP
N

PG
NPN ACE  

 






sin3

cossin32
;sin






PG
TPT ADOF  

R 7.3) Fie sistemul de corpuri rigide din figura R 7.3.1. Bara OA, de lungime l şi greutate 

neglijabilă, este încastrată în O şi articulată în A cu troliul de raze 1R şi 2R şi greutate Q . 

Raza fusului articulaţiei este   iar coeficientul de frecare este  . Pe cilindrul mare al  

troliului este înfăşurat un fir care are la un capăt prins un corp de greutate P. De cilindrul 

mic al troliului este prinsă, tot printr-un fir, placa plană omogenă de greutate G din figură.  

      Fiind date valorile pentru GQaRRl ,,,,,,, 21  , se cer : 

        a ) Valoarea maximă a forţei P la echilibru ; 

        b ) Reacţiunile în O şi A în cazul în care forţa P are valoarea maximă. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 7.3.1 
 

 Rezolvare: a ) Se izolează corpurile sistemului, se introduc forţele exterioare şi de 

legătură şi se scriu ecuaţiile şi condiţiile de echilibru la limită. Tendinţa de mişcare a 

sistemului care corespunde valorii maxime a forţei P este cea în care corpul 4 coboară. 
 

Corpul 1 ( figura R 7.3.2 ) 
 

  0OAi HHX                                                                                    (1) 

  0OAi VVY                                                                                     (2) 

  0lVMMM AOfOi                                                                     (3) 
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Figura R 7.3.2                                           Figura R 7.3.3 

 

Corpul 2 ( figura R 7.3.3 ) 

 

  0Ai HX                                                                                          (4) 

  021 QTTVY Ai                                                                            (5) 

01122  fAi MRTRTM                                                                (6) 

22
AAf VHM                                                                                   (7) 

 

Corpul 3 ( figura R 7.3.4 ) 
 

  031 GTTYi                                                                                   (8) 

  021 aTbGM Bi                                                                             (9) 

b este abscisa centrului de masă, care se poate determina funcţie de a : 
 

ab









63

313
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 7.3.4                                          Figura R 7.3.5 

 

Corpul 4 ( figura R 7.3.5 ) 
 

  0max2 PTYi                                                      ( 10 ) 

 

Din ecuaţiile ( 1 – 10 ) se obţine 

 










2

1

max

2

R

QG
a

b
R

P  . 

 

b ) Reacţiunile în articulaţia A şi încastrarea O se determină din ecuaţiile ( 1 – 6 ) . 

Componentele lor sunt : 

max
P


x

y

2
T




 

1
T




y

x

a

G


3
T


a2

b

B
C
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In A : AfAA VMQG
a

b
PVH  ;

2
;0 max  

In O :   OOOO VlMQG
a

b
PVH  ;

2
;0 max   

 

R 7.4)  Se consideră sistemul de corpuri din figura P 7.4.1 format din : 

- bara cotită ABC ( 21 ,, lCOlBOaAB   ) , de greutate neglijabilă, 

articulată în O (fără frecare) şi acţionată în C de forţa verticală F 

(necunoscută); 

- troliul de greutate G şi raze r, R. Articulaţia din 1O este fără frecare ; 

- greutatea Q prinsă de roata mică a troliului prin intermediul unui fir (fără 

frecare). 

Între firul prins în A şi D şi roata mare a troliului există frecare de coeficient de frecare 

 . Se cer : 

 a ) Domeniul de valori al forţei F pentru a se realiza echilibrul în poziţia din 

figură; 

 b ) Reacţiunile în articulaţiile O  şi 1O pentru minFF  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R  7.4.1 

 

 Rezolvare: a ) Se aplică metoda izolării corpurilor . 

 

Corpul 1 ( figura R 7.4.2) 

 

   01THX Oi                                                                                                

(1) 

   0FVY Oi                                                                                                  

(2) 

   021 lFaTM iO                                                                                      

(3) 
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Figura R 7.4.2                                        Figura R 7.4.3 

Corpul 2 (figura R 7.4.3) 

 

   0211
TTHX Oi                                                                                      

(4) 

   0
1

QGVY Oi                                                                                          

(5) 

 0121
 rTRTrQMO                                                                         

(6) 

 În plus, avem şi relaţia lui Euler: 

     expexp 212 TTT                                                                        

(7) 

Din ( 3 ) , ( 6 ) şi ( 7 ) se obţine 
 

  1exp

exp

2

min







l

a

R

r
QFF  . 

b ) În O : 
 

  1exp

exp2
min2 






R

r
Q

a

l
FTHO    ,   minFVO    

     În 
 

  QGV
R

r
QTTHO OO 




!1
,

1exp

exp
2: 121 


 

 

R 7.5. Se consideră sistemul de corpuri rigide din figura R 7.5.1 format din : 

- troliul de greutate 0G  , raze 00 , Rr  şi moment de inerţie faţă de axa de 

simetrie egal cu 0J , aflat pe un plan orizontal caracterizat prin coeficienţii 

de frecare de rostogolire s şi coeficientul de frecare de alunecare   

(necunoscuţi); 

- scripetele fix de greutate G 1 şi raza 1R , articulat în 1O cu bara verticală 

AO 1 ; 

- bara 1AO , de lungime l şi greutate neglijabilă, încastrată în A ; 

- scripetele mobil, de greutate 2G şi rază 2R ; 

- greutatea 3G ; 

      Corpurile sunt legate între ele prin fire inextensibile şi sunt menţinute în echilibru în 

poziţia din figură datorită cuplului de moment M aplicat troliului. 
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      Să se determine coeficienţii de frecare   şi s pentru ca echilibrul să nu se rupă în 

sensul de coborâre al greutăţii 3G . 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           Figura R 7.5.1 

 Rezolvare: Se aplică metoda izolării corpurilor . 

 

Troliul ( figura R 7.5.2 ) 

  01STX Iii                                                                                                

(1) 

  00GNY Ii                                                                                                

(2) 

   0001 rRSMMM rIi                                                                     

(3) 

II NT                                                                                                               

(4) 

Ir NsM                                                                                                               

(5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                  Figura R 7.5.2                                Figura R 7.5.3 

 

Scripetele fix ( figura R 7.5.3 ) 
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012111
 RSRSMO                                                                                   

(8) 
 

Scripetele mobil ( figura R 7.5.4 ) 
 

  02432 GSSSYi                                                                          (9) 

022232
 RSRSMO                                                                         (10) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 7.5.4              Figura R 7.5.5               Figura R 7.5.6 
 

Bara ( figura R 7.5.5 ) 

 

0
1

 AOi HHX                                                                                 (11) 

0
1
 OAi VVY                                                                                     (12) 

0
1

 AOAi MlHM                                                                           (13) 

 

Greutatea 3G   ( figura R 7.5.6 ) 

034  GSYi                                                                                       (14) 

 

 Din relaţiile ( 1 – 14 ) rezultă : 
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7.4. Probleme propuse 

 

7.4.1. Teste clasice 
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TC 7.1) Se consideră sistemul de bare articulate din figura TC 7.1.1. Cunoscând forţele 

1



P  şi 2



P , cuplurile 1



M  şi 2



M , unghiul   precum şi distanţa a, să se determine 

reacţiunile din reazemele A şi B, articulaţiile C şi D şi încastrarea E. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 7.1.1 

 

TC 7.2) Sistemul din figura TC 7.2.1 este format dintr-un disc omogen de greutate G şi 

rază R, care se sprijină pe o bară orizontală de greutate neglijabilă care este articulată în A 

şi simplu rezemată în B, şi un corp de greutate P aflat pe un plan neted şi înclinat cu 

unghiul   faţă de orizontală. Ştiind că AC = CB = l, R = l / 3, G = 1000 N, 030 şi că 

în C există frecare atât de alunecare cât şi de rostogolire de coeficienţi 1,0  şi 

Rs 15,0 , se cer: 

a) Valorile forţei P pentru echilibru; 

b) Reacţiunile în A şi B pentru maxPP  . 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 7.2.1                                                 Figura TC 7.3.1 

 

TC 7.3) Două blocuri de piatră de greutăţi kNG 2001  şi kNG 1002  se sprijină unul 

pe celălalt şi pe doi pereţi perpendiculari (figura TC 7.3.1). Coeficientul de frecare între 

oricare două suprafeţe de contact este 2,0 . Este suficientă forţa F = 50 kN pentru a 

menţine cele două blocuri în echilibru? Se consideră că forţa F se aplică în planul median 

al celor două blocuri astfel încât putem considera că problema este coplanară. 

 

TC 7.4) Se dă sistemul de corpuri din figura TC 7.4.1. Bara cotită OBC 




















090OBCm  are greutatea neglijabilă şi este încastrată în capătul O. În C este 

articulat pe bară un troliu de raze 1R şi 2R  şi greutate G. Articulaţia din C este cu frecare 

de coeficient 0  iar raza fusului articulaţiei este  . Pe cilindrul de rază 1R  este 

înfăşurat un fir care la celălalt capăt este prins de centrul 2O  al unui disc de greutate Q, 

simplu rezemat în A pe bara OBC, direcţia firului fiind schimbată prin intermediul unui 
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
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
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mic scripete (în K) de masă şi frecare neglijabilă. În reazemul A există frecare de 

alunecare de coeficient   şi frecare de rostogolire de coeficient s. Pe cilindrul de rază 

2R  este înfăşurat alt fir care la capătul celălalt este prins pe un rotor de rază R şi greutate 

1G , acţionat de un moment motor mM . Se mai dau lungimile OA = l, AB = BC = 2l. Se 

cer: 

a) Să se determine valoarea maximă a momentului motor mM  în cazul 

echilibrului; 

b) Reacţiunile din articulaţia C şi încastrarea O. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 7.4.1 

 

TC 7.5) Se consideră sistemul de solide rigide din figura TC 7.5.1 format din: 

- bara EO1 , de lungime R şi greutate neglijabilă; 

- corpul de greutate P; 

- discul de rază R şi greutate G cu centrul în punctul C; 

- bara BO 2 , de lungime 3R şi greutate neglijabilă, înclinată cu unghiul   faţă de 

orizontală. 

      Între fir şi disc există frecare de alunecare de coeficient 1  iar între disc şi bara 

BO 2  frecare de alunecare de coeficient   şi frecare de rostogolire de coeficient s. 

Cunoscând că 
6

,2


  RDO , 

34
,

32

1 R
s  , 

2

5
ln

3
1 

  , să se determine: 

a) Domeniul de valori al greutăţii P în cazul echilibrului; 

b) Reacţiunile din articulaţiile 1O  şi 2O  şi reazemul B pentru valoarea maximă 

a lui P. 
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Figura TC 7.5.1 

 

7.4.2. Teste grilă 

 

TG 7.1) Ce forţă F este necesară pentru a deplasa corpul de masă kgM 3002  spre 

dreapta? Coeficientul de frecare la contactul între oricare două suprafeţe este 3,0  

(figura TG 7.1.1). Se va lua 2/10 smg  . 

a) NF 2473   ;  b) NF 1583   ;  c) NF 1182   ;  d) NF 985 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TG 7.1.1                              Figura TG 7.2.1 

 

TG 7.2) Care este valoarea minimă a coeficientului de frecare   între bara AB şi 

suprafeţele de reazem pentru ca bara AB să rămână în echilibru în poziţia din figura TG 

7.2.1? 

Se cunoaşte greutatea barei G = 200 N şi lungimea ei L = 3,3 m. 

a) 322,0min   ;  b) 127,0min   ;  c) 275,0min   ;  d) 405,0min . 

 
7.5. Indicaţii şi răspunsuri 

 

TC 7.1) Vezi figura TC 7.1.2. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 7.1.2 

 

 Ecuaţiile de echilibru pentru cele trei corpuri sunt: 

05,268,0,0 111  aNMaPaNVNPNH BACBAC  

05,2sin5,4,0sin,0cos 222  aPaVVPVHPH CCDCD   

05,3,0,0 2  aVMMVVHH DEDEDE . 

 Soluţia acestui sistem este: 
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În A : sin
29

25

11

2

11

7
1

1
1 P

a

M
PN A  ; 

În B : sin
29

80

11

2

11

4
1

1
1 P

a

M
PN B  ; 

În C : sin
9

5
,0 1PVH CC  ; 

În D :  sin
9

4
,cos 22 PVPH DD  ; 

În E : 2222 sin
9

14
,sin

9

4
,cos MaPMPVPH EEE   . 

 

TC 7.2) Vezi figura TC 7.2.2. Tendinţa de mişcare a discului este de la A spre B. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 7.2.2 

 Ecuaţiile şi condiţiile de echilibru pentru cele trei corpuri sunt: 

 

                    NsMNTRTMGNTT rr  ,,02,0,0 11                       

(1) 

                                      0cos,0sin 1   PNTP D                                          

(2) 

                        02,0,0  lVlNMNVVHT BrBAA                           

(3) 

 Din (1) şi (2) găsim că NG
R

s
GPP 200

sin2
,

sin
maxmax 













. 

 Pentru maxPP  , valorile reacţiunilor sunt: 

NP
l

RG
VNPH AA 475sin

2
,75sin maxmax    , 

NP
l

RG
VB 525sin

2 max   . 

 

TC 7.3) Vezi figura TC 7.3.2 (tendinţa de mişcare a blocului B spre stânga). 
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Figura TC 7.3.2 

 

 Ecuaţiile scalare de echilibru asociate celor două corpuri sunt: 

 

Blocul A  :    











015sin15cos

015sin15cos

11
0

2
0

2

0
2

0
21

GTTN

NTN
; 

 Blocul B  :    











015sin15cos

015sin15cos

23
0

2
0

2

0
2

0
23

GNTN

NTFT
, 

 

la care se adaugă condiţiile: 11 NT  , 22 NT  , 33 NT  . Se obţine 

NF 174 , astfel încât forţa de 50 N este suficientă pentru a menţine echilibrul în sensul 

studiat. Se face, în mod identic, un studiu al tendinţei de mişcare spre dreapta a blocului 

B. 

 

TC 7.4) Vezi figura TC 7.4.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 7.4.2 
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 Ecuaţiile de echilibru şi condiţiile de echilibru pentru cele patru corpuri sunt: 

 

ArAArAA NsMNTrTMQNTT  ,,0,0,0 11  , 

22
02211 ,0 CCff VHMRTRTM   , 

0,0  CAOCAO VNVHTH , 

032  lVlHlNMMM CCAfrO , 

0,0,0 21121  RTMGVTH m . 

 

 Rezolvând acest sistem la limită pentru max
mM  inecuaţiile devin ecuaţii. Se 

obţine: 

GQ
R

s
V

R

M
Q

R

s
H O

m
O 








 1, , 

 
R

M
RlGlQl

R

s
R

r

s
RsM

m
O 21 23

3









 , 

mfC
m

C M
R

R
QR

r

s
MGQ

R

s
V

R

M
H

2
1,,  . 

 Momentul motor rezultă dintr-o ecuaţie de gradul al doilea obţinută prin 

eliminarea celorlalte necunoscute (pentru 00 ). Valoarea sa este: 

Q
R

RR

r

s
M m

2

1
 . 

 

TC 7.5) Vezi figura TC 7.5.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 7.5.2 
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 a) Se scriu ecuaţiile şi condiţiile de echilibru şi se obţine un sistem de 10 ecuaţii 

şi 3 inecuaţii cu 12 necunoscute: 21111 ,,,,,,, TMTNTMVH , 222 ,, NHV  şi P. În 

scrierea condiţiilor de echilibru se are în vedere dubla tendinţă de mişcare. 

 
  0sin21  TGTT ,   0cos2  TGN ,   012  RTTTM , 

                         0,0 222  NVNTH  ,  0232  RNRNM                       

(1) 

0,0sin,0sin,0cos 1111111  PTRTMTVTH  . 

                  




























 2
21

2
2,, eTTeTNsMNsNTN           

(2) 

 

 Se aleg ca parametri forţele P şi T. Din (1) găsim: 

 

     sin2,cos)(,sin1 TGPTRMPGNTPGT   , 

                          TPPGVTHPT 2sincos
3

1
,, 222                          

(3) 

        cossin,2sincos2
3

1
12 TPGHTPPGN  , 

       sinsin,sinsin 11 TPGRMTPGV   . 

 

 Înlocuind aceste valori în (2) deducem inecuaţiile: 

 

0
44

,0
44


GP

T
GP

T , 

                                       0
16

5

16

3
,0

16

3

16

5


GP
T

GP
T                                    

(4) 

0
2

2,0
210


G

PT
GP

T . 

 Acest sistem se rezolvă grafic în sistemul de coordonate (P, T). Valoarea minimă, 

minP , se obţine din intersecţia dreptelor de ecuaţie 0
44


GP
T  şi 0

2
2 

G
PT . Ea 

este egală cu 
9min

G
P  . Corespunzător ei avem şi 

18

5
min

G
T  . În plus, maxP . 

 Pierderea echilibrului se poate face doar prin alunecarea firului pe disc şi 

coborârea prin rostogolire fără alunecare a discului pe dreapta BO 2 . 

b) Pentru 
9

G
P   şi 

18

5 G
T   se obţin reacţiunile: 

 



 120 

GNGVGHGRMGVGH
27

1310
,

27

135
,

18

5
,

36

5
,

36

5
,

36

35
222111





 . 

 

TG 7.1) Se izolează cele două corpuri (figura TG 7.1.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                     Figura TG 7.1.2 

 

Scriind ecuaţiile de echilibru la limită se obţine valoarea :  

 

 
N

gmm
F 1182

30cos
30sin

2

0
0

12









. 

Răspuns corect : c). 

 

TG 7.2) Vezi figura TG 7.2.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                    Figura TG 7.2.2 
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 Se scriu ecuaţiile de echilibru pe orizontală şi verticală şi ecuaţia de momente 

faţă de punctul A precum şi condiţiile de echilibru la limită CCAA NTNT   , . Se 

obţine 322,0min . Răspuns corect: a). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

CINEMATICA 

 

 Cinematica studiază mişcările mecanice ale corpurilor fără a lua în 

considerare masa acestora precum şi forţele care acţionează asupra lor. 

 În cinematică sunt folosite noţiunile fundamentale de spaţiu şi timp. Noţiunea de 

mişcare este o noţiune complexă care înglobează în sfera ei mai multe elemente: 

- corpul care se mişcă (numit şi mobil); 

- mediul în care se efectuează mişcarea; 

- sistemul de referinţă (reperul) în raport cu care se efectuează mişcarea. 

Dacă reperul este fix, atunci mişcarea se numeşte absolută iar dacă reperul este 

mobil mişcarea se numeşte relativă. 
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A cunoaşte mişcarea unui rigid înseamnă a cunoaşte mişcarea oricărui punct al 

rigidului. Iată de ce, în cele ce urmează, se stabilesc principalele noţiuni cinematice luând 

în considerare punctul material. 

 

 

8. Cinematica mişcării absolute a punctului material 
 

8.1. Traiectorie, viteză şi acceleraţie 

 

8.1.1. Traiectorie 

 

 Mişcarea unui punct material M este cunoscută dacă în orice moment se poate 

preciza poziţia lui în raport cu un punct fix O, adică dacă se cunoaşte vectorul de poziţie 

r ca funcţie de timp : 

                                                                    trr


                                                        

(8.1) 

 Funcţia

r se consideră continuă, uniformă, derivabilă de cel puţin două ori şi 

finită în modul (figura T 8.1) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 8.1                                                   Figura T 8.2 

 

 Mişcarea unui punct material M este cunoscută şi dacă se indică curba ( C ) pe 

care se mişcă punctul (figura T 8.2) şi modul în care se mişcă pe aceasta, mai precis dacă 

se cunoaşte legea s = s(t), numită lege orară a mişcării. 

 Prin traiectorie se înţelege locul geometric al poziţiilor succesive ocupate de 

punct în mişcarea sa (sau locul geometric al extremităţilor vectorului de poziţie 

r ). 

Între traiectorie şi curba ( C ) pe care se mişcă punctul nu există totdeauna o identitate. 

 

8.1.2. Viteza 

 

 Mobilele pot parcurge aceiaşi distanţă în intervale diferite de timp sau distanţe 

diferite în acelaşi interval de timp astfel încât pentru caracterizarea mişcării este necesar 

să se introducă noţiunea de viteză. 
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 Prin definiţie, viteza (instantanee) unui punct material este dată de derivata 

întâia a vectorului de poziţie în raport cu timpul : 

                                                            







 r
td

rd
v

not
                                                    

(8.2) 

Observaţii : i) În mecanică, derivata de prim ordin a unei funcţii scalare sau vectoriale se 

notează cu un punct deasupra numelui funcţiei, derivata de ordin doi prin două puncte 

ş.a.m.d. 

ii) Se observă că 
t

r

td

rd
v

t 











0
lim , unde mediev

t

r 






 este viteza medie în 

intervalul de timp t , 


 r fiind „‟creşterea‟‟ vectorului de poziţie 

r . 

iii) Unitatea de măsură pentru viteză în sistemul internaţional SI este 1 sm . 

 

8.1.3. Acceleraţia 

 

 Este o mărime vectorială care caracterizează variaţia vitezei unui punct în 

mişcarea sa ca direcţie, sens şi modul. 

 

 Prin definiţie, acceleraţia (instantanee) unui punct este dată de derivata întâia a 

vectorului viteză în raport cu timpul sau de derivata a doua a vectorului de poziţie în 

raport cu timpul : 

                                                 










 r
td

rd
v

td

vd
a

not

2

2

                                          

(8.3) 

Observaţii :   iv)  Se   observă că    
t

v

td

vd
a

t 











0
lim ,  unde   mediea

t

v 






  este 

acceleraţia medie în intervalul de timp t , 


 v  fiind „‟creşterea‟‟ vectorului viteză. 

v) Unitatea de măsură pentru acceleraţie în sistemul internaţional SI este 2 sm . 

 

 
8.2. Expresiile analitice ale vitezei şi acceleraţiei 

în diferite sisteme de coordonate 

 

8.2.1. Sistemul de coordonate Frenet (intrinseci, naturale) 

 

 Triedrul Frenet este un triedru mobil (figura T 8.3), având originea în punctul M 

care efectuează mişcarea şi axele : 
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      - tangenta la curbă, orientată pozitiv în sensul de creştere a arcului s, de versor 

  ; 

      - normala principală, adică normala din planul osculator al curbei, orientată pozitiv 

spre centrul de curbură, de versor 

  ; 

      - binormala, adică normala pe planul osculator, de versor 

 considerat astfel încât 

versorii 

 , 


  şi 


  luaţi în această ordine să formeze un triedru drept (


  ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 8.3                                                     Figura T 8.4 

 

 Mişcarea punctului este dată de legea orară s = s(t) iar vectorul de poziţie în 

raport cu punctul fix O se exprimă în funcţie de elementul de arc s, adică 

                                                                tsrr


                                                        

(8.4) 

 Pentru determinarea componentelor vitezei şi acceleraţiei pe axele triedrului lui 

Frenet reamintim două formule din geometria diferenţială (formulele lui Frenet) : 

                                                   







 





1
,

sd

d

sd

rd
                                            

(8.5) 

unde   este raza de curbură în punctul M. 

 Viteza punctului M este dată de relaţia : 

                                                  





 s
td

sd

sd

rd

td

rd
v                                            

(8.6) 

iar proiecţiile sale pe axele reperului considerat şi modulul său sunt : 

                                     


 svvvsv ,0,0,                                 

(8.7) 

 Rezultă că viteza este tangenta la traiectorie, are sensul mişcării şi scalarul egal 

cu derivata în raport cu timpul a arcului s. 
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 Ţinând seama de a doua formulă Frenet şi de relaţia de definiţie (8.3), vectorul 

acceleraţie este egal cu : 

 

                              

























 







2s
s

td

d
sss

td

d

td

vd
a                         

(8.8) 

 

 Proiecţiile şi modulul vectorului acceleraţie sunt : 

 

      
2

4
2

2
222

,0,,



v

v
s

saa
s

asa 







































        

(8.9) 

 

 Acceleraţia are două componente (figura 8.4), ambele în planul osculator 

(determinat de vectorii 

 şi 


 ), şi anume acceleraţia tangenţială 


a (pe direcţia 

tangentei la curba ( C )) şi acceleraţia normală 


a  (pe direcţia normalei principale, 

orientată totdeauna spre interiorul curbei). Vectorul acceleraţie va fi în consecinţă şi el 

orientat spre concavitatea (interiorul) curbei. 

 

Observaţie : Din expresia (8.9) rezultă că singura mişcare în care acceleraţia este nulă 

este mişcarea rectilinie şi uniformă (pe o dreaptă cu viteză constantă în modul : 







 constant,000
2

v
v

vaaa (dreapta). 

 

8.2.2. Sistemul de coordonate carteziene 

 

 În sistemul de coordonate carteziene Oxyz vectorul de poziţie )(tr


 este definit 

prin coordonatele x, y şi z ale punctului material (figura 8.5). A cunoaşte mişcarea 

punctului înseamnă a cunoaşte coordonatele sale ca funcţie de timp : 

 

                               x = x(t)     ,     y = y(t)    ,    z = z(t)                                     

(8.10) 

 

 Expresiile (8.10) se numesc ecuaţii parametrice ale traiectoriei şi ele permit 

obţinerea acesteia prin eliminarea variabilei timp t. Vectorul de poziţie are expresia : 

                                                   


 ktzjtyitxtr )(                                          

(8.11) 
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unde 

kji ,,  sunt versorii constanţi ai axelor de coordonate. 

 Expresiile analitice, componentele pe axe şi modulele în coordonate carteziene 

ale vectorilor viteză şi acceleraţie sunt : 

222,,,,






zyxvzvyvxvkzjyixrv zyx  

        222,,,,






zyxazayaxakzjyixra zyx  

(8.12) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 8.5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 8.6 

 

 

 

 

8.2.3. Sistemul de coordonate polare 
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 Dacă traiectoria este plană, poziţia punctului poate fi precizată prin coordonate 

polare şi anume prin raza polară r = OM şi unghiul polar 
















OMOxmas ,  măsurat în 

sens trigonometric faţă de Ox (figura T 8.6). Ecuaţiile parametrice ale traiectoriei au 

forma : 

 

                                                           ttrr   ,                                                

(8.13) 

 

 Pentru a exprima componentele vectorilor viteză şi acceleraţie se consideră, în 

plus faţă de Oxy, un sistem de axe plan şi mobil având direcţiile razei polare, de versor 


 , şi perpendiculara pe raza polară, de versor 


n , orientat în sensul crescător al 

unghiului polar  . Faţă de sistemul ales, vectorul de poziţie are expresia : 

                                                          

 rOMr                                                    

(8.14) 

 Pentru aflarea vectorilor 

v  şi 


a sunt necesare derivatele vectorilor 


 şi 


n . 

Pentru aceasta, se exprimă versorii 

 şi 


n în funcţie de versorii 


i şi 


j şi se derivează 

în raport cu timpul relaţiile obţinute : 


 jinji  cossin,sincos  

    





































  jinnji sincos,cossin     

(8.15) 

 Conform definiţiei, putem scrie : 

 








 nrrrrrv   

                                         













 nrnrrrvra                                 

(8.16) 

 

 Ţinând cont de (8.15) se obţin următoarele expresii analitice ale vectorilor viteză 

şi acceleraţie în coordonate polare, precum şi proiecţiile lor pe axe şi modulele lor : 

 

222,,,


  rrvrvrvnrrv nr  
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





























 nrrrra  22                                      

(8.17) 

22
22 2,2,
































 rrrrarrarra nr  

 

Observaţie : Expresiile vectorilor viteză şi acceleraţie s-au obţinut ţinând cont de modul 

de exprimare al vectorului de poziţie în diverse sisteme de referinţă şi folosind relaţiile de 

definiţie 




 rv şi 




 va . S-au expus cazurile coordonatelor intrinseci, carteziene şi 

polare, dar se pot studia şi alte cazuri cum ar fi cel al coordonatelor cilindrice, sferice, 

generalizate etc. În toate situaţiile se procedează la fel, plecând de la expresia vectorului 

de poziţie în sistemul de coordonate respectiv [2]. 

 

 
8.3. Mişcări particulare ale punctului material : 

mişcarea rectilinie şi mişcarea circulară 

 

8.3.1. Mişcarea rectilinie 

 

 Mişcarea rectilinie este mişcarea la care traiectoria este o dreaptă (sau o parte a 

unei drepte). Pentru studiul acestei mişcări se poate utiliza un sistem cartezian având axa 

Ox suprapusă peste dreapta pe care are loc mişcarea (figura T 8.7). Mişcarea este 

cunoscută dacă se cunoaşte la fiecare moment de timp distanţa OM = x(t). Deoarece 


 ixr , rezultă că 


 ixv , 


 ixa , adică vectorii viteză şi acceleraţie sunt 

dirijaţi pe Ox. Mişcarea este accelerată (modulul vitezei creşte) dacă vectorii 

v şi 


a au 

acelaşi sens şi încetinită (modulul vitezei scade) în caz contrar. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 8.7                                               Figura T 8.8 
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 În cele ce urmează se vor studia două cazuri particulare de mişcări rectilinii. 

 

8.3.1.1. Mişcarea rectilinie uniformă 

 

 Mişcarea unui punct pe o dreaptă cu viteză constantă se numeşte mişcare 

rectilinie şi uniformă. 

 Notând cu 0v scalarul vitezei, putem scrie : 

                                   

xvv 0 constant    sau    0vx 


= constant                          

(8.18) 

 Integrând ecuaţia (8.18) obţinem 10 ctvx  , unde constanta de integrare se 

determină din condiţiile iniţiale ale mişcării: 

 

                                                  00 ,:0 vvxxt                                          

(8.19) 

 Deci 01 xc  , astfel încât legile mişcării rectilinii uniforme sunt : 

 

                                    0a,constant, 000  vvtvxx                           

(8.20) 

 

8.3.1.2. Mişcarea rectilinie uniform variată 

 

 Mişcarea unui punct pe o dreaptă cu acceleraţie constantă se numeşte mişcare rectilinie 

uniform variată. 

 Notând cu 0a scalarul acceleraţiei, putem scrie : 

                                                          0ax 


= constant                                                

(8.21) 

 Integrând de două ori ecuaţia (8.21) şi ţinând seama de condiţiile iniţiale (8.19) se 

obţin următoarele legi ale mişcării rectilinii uniform variate : 

                     000

2
0

00 ,,
2

aatavv
ta

tvxx constant                

(8.22) 

 În plus, eliminând timpul t între primele două relaţii (8.22), obţinem formula lui 

Galilei : 

 

                                                        00
2
0

2 2 xxavv                                             

(8.23) 

 

8.3.2. Mişcarea circulară 

 

 Mişcarea unui punct material pe un cerc se numeşte mişcare circulară. 

 Pentru studiul mişcării circulare se consideră sistemul de referinţă Frenet (figura 

T 8.8), ale cărui axe sunt : 



 130 

- tangenta la cerc în M, de versor 

 , orientată pozitiv în sensul de creştere a 

arcului sMM 0  ; 

- normala principală, care este chiar normala în M din planul cercului (pe 

direcţia razei), de versor 

 , orientată pozitiv spre centrul cercului ; 

- binormala, adică perpendiculara în M pe planul cercului. 

În mişcarea circulară legea de mişcare este dată de una din funcţiile : 

                                                        tsau)(   tss                                            

(8.24) 

unde  Rs , R fiind raza cercului iar 
















OMOMmas ,0 . 

 Scalarul vitezei este : 

                                                                


 Rsv                                                       

(8.25) 

iar componentele acceleraţiei sunt : 

                                    2
222

,





 



  R

R

Rs
aRsa                          

(8.26) 

 Notând 

                             
ttd

d

t 






 


0
lim     ,    

ttd

d

t 






 


0
lim                 

(8.27) 

relaţiile (8.25) şi (8.27) devin : 

                          422 ,,,    RaRaRaRv              

(8.28) 

 Mărimea  caracterizează variaţia unghiului   în unitatea de timp. Se numeşte 

viteză unghiulară şi se măsoară în rad/s. 

 Mărimea   caracterizează variaţia vitezei unghiulare   în unitatea de timp. Se 

numeşte acceleraţie unghiulară şi se măsoară în rad/s 2 . 

  

 

8.3.2.1. Mişcarea circulară uniformă 

 

 Dacă scalarul vitezei rămâne constant (deci şi al vitezei unghiulare), mişcarea se 

numeşte mişcare circulară uniformă. 

 Considerând condiţia iniţială : 

                                                            0:0  t                                                 

(8.29) 

obţinem legile mişcării circulare uniforme: 
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0,constant, 000   t  

                   2
0000 a,0,constant,  Ravvtvss              

(8.30) 

unde 0000 ,  RvRs  . 

 

 

8.3.2.2. Mişcarea circulară uniform variată 

 

 Dacă scalarul acceleraţiei tangenţiale rămâne constant (deci şi al acceleraţiei 

unghiulare), mişcarea se numeşte mişcare circulară uniform variată. 

 Considerând condiţiile iniţiale : 

                                                 00 ,:0  t                                       

(8.31) 

găsim următoarele legi ale mişcării circulare uniform variate: 

                    000
2

000 ,,
2

1
 ttt constant           

(8.32) 

 
R

tav
aatavvtatvss

2
00

000
2

000 aconstant,,,
2

1 
  , 

unde 000000 ,,  RaRvRs  . 

 

Observaţie: În practică se cunoaşte de obicei turaţia (dată în rotaţii pe minut). Între turaţie 

(rot/min) şi viteza unghiulară (rad/s) există relaţia : 

                                                                 
30

n
                                                           

(8.33) 

 
 

8.4. Probleme rezolvate 

 

R 8.1)  Se dau ecuaţiile parametrice ale mişcării unui punct material în coordonate 

carteziene : 

2,3
4

sin5,
4

cos2 0 
















 ttytx


 

 Se cere : 

 a ) Să se determine traiectoria punctului ; 

 b ) Să se determine componentele vitezei şi acceleraţiei punctului la un moment 

de timp arbitrar precum şi modulele lor ; 

 c ) Să se determine raza de curbură a traiectoriei şi componentele acceleraţiei în 

coordonate intrinseci la momentul de timp 0t  indicat. 
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 Rezolvare: a ) Eliminând timpul între cele două ecuaţii parametrice obţinem 

ecuaţia traiectoriei,
 

1
25

3

4

22





yx

, care este ecuaţia unei elipse cu axele paralele cu 

Ox şi Oy, centrul în A(0, 3) şi de semiaxe 2 şi 5 (figura R 8.1). Mobilul pleacă din 

punctul B(2, 3) şi parcurge elipsa în sens trigonometric. 

 

b ) Componentele vitezei şi acceleraţiei în sistemul de coordonate carteziene sunt : 

 

tyvtxv yx 4
cos

4

5
,

4
sin

2

.. 
  

tyatxa yx 4
sin

16

5
,

4
cos

8

2..2.. 
  

iar modulele lor : 

tatv
4

sin214
16

,
4

cos214
4

2
2

2 
  

 

  c ) 

t

tt

va

4
cos214

4
cos

4
sin

16

21

2

2.










   

Pentru 0t = 2 s obţinem  2/0 sma   . La acelaşi moment de timp avem şi 

   2
2

/
16

5
,/

2
smasmv


  . Pentru determinarea razei de curbură putem observa că 

: 

   




2v
a     

22

22





aa

v

a

v


  

astfel încât pentru t = 2 s rezultă m
5

4
 . În fine, componenta normală a acceleraţiei 

este: 

 

 2
22

/
16

5
sm

v
a



   

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

)3,0(A )3,2(B

O x

y

 



r

O

 



 133 

 

                          Figura R 8.1                                               Figura R 8.2 

 

R 8.2) Un punct material se mişcă într-un plan, ecuaţiile de mişcare în raport cu un sistem 

de coordonate polare fiind ttr 3,6   . Să se stabilească traiectoria punctului precum 

şi viteza şi acceleraţia sa la momentul de timp st 21 . 

 

 Rezolvare: Prin eliminarea timpului t între ecuaţiile parametrice se obţine ecuaţia 

traiectoriei în coordonate polare, 2r , care reprezintă spirala lui Arhimede (figura R 

8.2). 

 Componentele vitezei şi acceleraţiei sunt: 

trvrv r 18,6 


      (m/s) 

respectiv 

 22 /362,54 smrratrra r 


   

iar modulele lor: 

 

   222 /9418,/916 smtasmtv 


. 

 Pentru st 21  se găsesc valorile: 

,/36,/108,/36,/6 22 smasmasmvsmv rr    

2/1036,/376 smasmv 


. 

 

R 8.3) Un mobil plecând din repaus se deplasează pe o dreapta şi în 60 s atinge viteza de 

12 m / s într-o mişcare uniform accelerată. În continuare mobilul parcurge 720 m într-o 

mişcare uniformă. În fine, mobilul este frânat uniform şi se opreşte după ce parcurge 

distanţa de 180 m. Să se studieze mişcarea şi să se traseze diagramele mişcării x = x(t), v 

= v(t) şi a = a(t) . 

 

 Rezolvare: Etapa I : Mişcare rectilinie uniform accelerată 

       24,0;24,0;12,0 2 tattvttx constant 

Mişcarea durează 1t 50 s şi se parcurge spaţiul 1x 300 m . 

 

Etapa a II – a : Mişcare rectilinie uniformă 

     12;12300 tvttx constant  ;   ta  = 0 

Mişcarea durează 2t = 60 s şi se parcurge spaţiul 2x = 720 m . 

 

Etapa a III – a : Mişcare rectilinie uniform încetinită 

      4,0;4,012;2,0121020 2  tattvtttx = constant 

Mişcarea durează 3t = 30 s şi se parcurge spaţiul 3x = 180 m . 
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Diagramele mişcării sunt prezentate în figura R 8.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 8.3 

 

R 8.4) Dintr-un punct al unui cerc de rază R = 10 m pleacă simultan, în sensuri opuse, 

două mobile având următoarele mişcări: 

   -    primul se deplasează în sens trigonometric (sensul de creştere al arcului s) în 

conformitate cu legea orară  mtts 303 2
1  ; 

    -    al doilea se deplasează în sens orar într-o mişcare circulară uniformă cu viteza 

smv /42 


. 

 Să se determine momentele de timp în care cele două mobile se întâlnesc prima şi 

a doua oară. 

 

 Rezolvare: Fie A punctul de start al celor două mobile (figura R 8.4). Primul 

mobil se deplasează iniţial în sens trigonometric dar nu îşi menţine mult timp acest sens 

de deplasare. Într-adevăr, viteza la un moment dat este 30611 


tsv . Ea se anulează 

pentru t = 5 s şi apoi devine negativă (mobilul se deplasează în sens orar). Acceleraţia 

tangenţială constantă în mişcarea primului mobil este 611 


sa  . În consecinţă, 

pentru  5,0t  vectorii 1



a  şi 1



v  au sensuri contrare (mişcarea este uniform încetinită) 

iar pentru   ,5t  vectorii 1



a  şi 1



v  au acelaşi sens (mişcarea este uniform 

accelerată). Componenta normală a acceleraţiei primului mobil este 

 

10

306 22
1

1




t

R

v
a  . 

  

Legea de mişcare a celui de-al doilea mobil este tvs 422 


. Acceleraţia 

tangenţială este nulă, 022 


sa  , iar cea normală este egală cu 2
2
2

2 /6,1 sm
R

v
a  . 

x

t t

V

O O

1200

1020

300

11050 140

12

50 110 140  

t

24,0

50 110 140

40,0

a
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Lungimea circumferinţei cercului este mRL 8,622   . Primul mobil străbate în t = 5 

s un spaţiu ms 7553053 2
1   (mai mare decât circumferinţa) astfel încât prima 

întâlnire va avea loc atunci când Rss 221  , adică 8,624303 2  ttt . Soluţia 

acceptabilă din punct de vedere fizic a acestei ecuaţii este st 33,2
3

7
'  . Prima întâlnire 

are loc în punctul B (primul mobil a parcurs spaţiul de 53,44 m iar al doilea 9,36 m). 

  

În primele 5 secunde al doilea mobil străbate 20 m (în sens orar) şi ajunge în C “ 

iar primul mobil ajunge în C „ (arcul AC „ are 75 – 62,8 = 13, 2 m). Din acest moment 

ambele mobile se deplasează în sens orar iar pentru a doua întâlnire se pune condiţia 

21 ss  , adică stttt 33,21
3

64
''4303 2  . La acest moment de timp mobilele 

se găsesc în punctul D (al doilea mobil a parcurs spaţiul mts 33,85''42  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 8.4              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 8.5 

(prima întâlnire)

OR

 


C B

1
S

2
S

D




C 

(a doua întâlnire)  



x

y B

NL

O

A

M


d

r




O
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R 8.5) O bara cotită OAB, în formă de unghi drept ( figura R 8.5 ) , se roteşte în planul 

său cu viteza unghiulară constantă   în jurul punctului fix O . În acelaşi plan se află şi 

dreapta fixă LN astfel încât OO‟ = d. Ştiind că OA = r , să se determine viteza şi 

acceleraţia punctului M de-a lungul dreptei LN. 

 

 Rezolvare : Abscisa punctului M este : 

 ''''' OActgMMOAAMMOx   





sin

cos
sincos

rd
rctgrd


  , 

unde  
.

 scade în timp ) .                                                                                                         

 
2

3

2...

2

.

sin

cos1cos2
,

sin

cos


















rd
vxa

rd
xv  

 

 

 

 

8.5. Probleme propuse 

 

8.5.1. Teste clasice 

 

TC 8.1) Se dau ecuaţiile parametrice ale mişcării unui punct material în coordonate 

carteziene : 

1,3
2

3
3,632 0

22  tttyttx  

          Se cere : 

 a ) Să se determine traiectoria punctului ; 

 b ) Să se determine componentele vitezei şi acceleraţiei punctului la un moment 

de timp arbitrar precum şi modulele lor ; 

 c ) Să se determine raza de curbură a traiectoriei şi componentele acceleraţiei în 

coordonate intrinseci la momentul de timp 0t  indicat. 

TC 8.2) Un mobil se deplasează pe curba de ecuaţie ,1,
1

1
ln

2

1

2

2





 x

xx

xx
y  la 

momentul iniţial găsindu-se în punctul A(1, 0) şi având viteza nulă. Din acest moment el 

începe să execute o mişcare uniform accelerată până în punctul B, unde ajunge cu viteza 

smvB /15  după ce a parcurs spaţiul msAB 34 . Se cere: 

 

a) Acceleraţia mobilului în punctul B; 

b) Timpul 1t  cât durează parcurgerea spaţiului ABs . 

 

TC 8.3) Ecuaţiile parametrice ale mişcării unui punct material în coordonate polare sunt : 
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 tR 


 sin1
2

,2   

unde R şi   sunt constante pozitive. Se cer : 

 a ) Traiectoria punctului ; 

 b ) Poziţia, viteza şi acceleraţia punctului la momentul de timp 




20t  . 

TC 8.4) Un punct se deplasează pe un cerc de rază R = 10 cm după legea 

235 2  tts , unde s este dat în cm iar timpul t în secunde. Să se determine poziţia 

punctului, componentele vectorului acceleraţie şi unghiul format de vectorii viteză şi 

acceleraţie la acel moment de timp 1t  la care modulul vitezei este 71v cm / s. 

 

8.5.2. Teste grilă 

 

TG 8.1) O particulă P se deplasează cu viteza constantă V în lungul curbei de ecuaţie 

xy ln  (m). Pentru ce valoare a abscisei x > 0 acceleraţia particulei este maximă? 

a) mx
2

1
  ;  b) mx

3

1
    ;   c) mx 1    ;   d) mx

2

1
 . 

TG 8.2) Un mobil plecând din repaus se deplasează pe o dreaptă într-o mişcare uniform 

accelerată. Ştiind că după st 101  el atinge viteza smv /51 , ce spaţiu străbătuse el 

după st 10 ? 

a) 0,5 m   ;   b) 0,25 m   ;   c) 1 m   ;   d) 0,75 m. 

 

TG 8.3) Distanţa AB = 3 m este parcursă de un automobil după cum urmează: 

- prima treime, cu viteza constantă 1V ; 

- a doua treime, într-o mişcare uniform accelerată, viteza modificându-se de la 1V  

la 2V ; 

- ultima treime, cu viteza constantă 2V . 

Să se determine viteza medie mV  a automobilului. 

a) 
3

2 21 VV
V m


   ;  b) 

 

21
2
2

2
1

2121

4

3

VVVV

VVVV
V m




  ; c) 

3

12 VV
V m


  ;  

d) 
 

21
2
2

2
1

1221

2

3

VVVV

VVVV
V m




 . 

 

TG 8.4) Acul unui ceas care indică minutele este de 1,5 ori mai lung decât acul care 

indică orele. Să se calculeze raportul dintre viteza liniară a vârfului acului care indică 

minutele şi viteza liniară a vârfului acului care indică orele. 

a) 21   ;   b) 12    ;    c) 15   ;   d) 18. 

 

 
8.6. Indicaţii şi răspunsuri 
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TC 8.1) a ) Dreapta x – 2 y + 4 = 0 . La t = 0 mobilul se găseşte în A (2 , 3 ) şi se 

deplasează spre stânga . 

b  )  
2

5
123,

2

123
,123 tv

t
vtv yx 


 , 56,6,12  aaa yx  

c ) Pentru 10t  se obţin valorile : 

  ,56,0,56,
2

515
aaav  

Mobilul se găseşte în punctul 









2

3
,7B . 

TC 8.2) a)   
BBB aaa



  , unde  2
2

/
8

375

2
sm

s

v
a

AB

B
B    şi  

 2
2

/
49

225
sm

v
a

B

B
B 


 , deoarece

   
 

22
2

3
2

1
''

'1
ABB

B

B
B sx

xy

xy



 . 

b)  s
a

v
t

B

B

15

38
1 


. 

 

TC 8.3) a ) Deoarece   0,1,1sin  tt , rezultă că   0,,0  t . Dar R2 = 

constant , astfel încât punctul se va mişca pe semicercul de rază 2R situat în semiplanul 0y . 

Mişcarea este o mişcare oscilatorie pe acest semicerc.  

b ) tRvv   cos,0
.




 

tRat
R

a 


  sin2,cos
2

22
22

2 


  

Pentru 




20t  se obţin  următoarele caracteristici cinematice : 

Poziţia : 0,2   R ; 

Viteza : 0,0,0 


vvv  ; 

Acceleraţia : 
22 ,,0  RaRaa 



. 

 

TC 8.4)     
2

22

..

10

310
,

10

310

10,310








 







t

a

a
tg

t

R

v
a

vatsv









 

 

Pentru 1vv   se obţin valorile :                                       
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 

49,0,,/9,4,/10,/7

4,0,4,1
10

3

1
2
1

2
1

2
1

2
11

1
111

1
1

arctgaaascmascmascmv

rad
R

s
cmtsss

v
t














 

 

TG 8.1) Deoarece 0


va P
  rezultă că 




2V
aa PP  . Acceleraţia va fi maximă dacă 

raza de curbură va fi minimă, adică dacă   0' x .Se găseşte 
2

1
x .Răspuns 

corect:a). 

 

TG 8.2) Legile mişcării uniform accelerate sunt: 5,0,5,0,25,0 2  atvtx . 

Pentru st 10 , se obţine x=0,25 m. Răspuns corect : b). 

 

TG 8.3) 
321 ttt

AB
V m 

 , unde 
1

1

1

V
t   (timpul necesar parcurgerii primei treimi),  

2
3

1

V
t   (timpul necesar parcurgerii ultimei treimi) si 

21
2

2

VV
t


  (timpul necesar  

parcurgerii treimii centrale). Răspuns corect: b). 

 

TG 8.4) 18
12

2

1

22

11

2

1


R

R

R

R

V

V




, deoarece .5,1,

12

2
,

1

2

2

1
21 

R

R



  Răspuns 

corect: d). 

 

 
 

 

 

9. Cinematica mişcării absolute a solidului rigid 
 

9.1. Mişcarea generală a rigidului 

 

9.1.1. Parametrii de poziţie ai rigidului 
 

Mişcarea unui solid rigid este determinată atunci când sunt cunoscute în fiecare 

moment de timp vectorul de poziţie, viteza şi acceleraţia unui punct oarecare al rigidului 

în raport cu un reper fix 1111 zyxO . 

Fie un reper cartezian fix 1111 zyxO  de versori 111 ,,

kji  faţă de care este 

studiată mişcarea unui solid rigid ( C ) şi Oxyz un triedru cartezian mobil, solidar cu 

rigidul, de versori 

kji ,,  (figura T 9.1). Alegerea punctului O ca origine a sistemului 

mobil este arbitrară. 



z

y

x

O

r
M

1
O

1
z

1
y

1
x

1
r


0
r


1
k


1
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Figura T 9.1 

Se consideră un punct arbitrar M având vectorul de poziţie 1


r faţă de reperul fix 

şi 

r faţă de cel mobil. Notând cu 0


r  vectorul de poziţie al originii O a reperului mobil, 

putem scrie : 

                                                              


 rrr O1                                                    

(9.1) 

unde 1


r , 0


r  şi 


r  sunt funcţii vectoriale de timp, presupuse continue, uniforme şi de 

cel puţin două ori derivabile. Deoarece solidul este rigid, distanţa OM este constantă în 

timpul mişcării astfel încât vectorul 


OM  va avea proiecţiile x, y, z pe axele reperului 

Oxyz constante. În schimb, versorii 

kji ,, sunt funcţii de timp, axele reperului Oxyz 

putându-şi schimba poziţia în timpul mişcării rigidului. Rezultă : 

                                                        


 kzjyixr                                                  

(9.2) 

unde   )(),(, tkktjjtii


 . Pentru determinarea vectorului 1


r  este necesară 

cunoaşterea funcţiilor vectoriale 0


r ,


kji si, . Fiecare din aceste funcţii necesită 

cunoaşterea a trei funcţii scalare şi anume proiecţiile funcţiilor vectoriale pe axele 

reperului Oxyz. Numărul necunoscutelor scalare este, în concluzie, de 12. Acestea nu sunt 

însă independente, între versorii axelor reperului mobil existând relaţiile: 

                            1

kkjjii     ,    0


ikkjji                     

(9.3) 

Rezultă că vectorul )(1 tr


 se exprimă numai cu ajutorul a şase funcţii scalare de 

timp, trei dintre aceste funcţii provin de la vectorul 0


r , care defineşte poziţia originii O 

a sistemului de referinţă mobil în raport cu cel fix. Celelalte trei funcţii provin de la 
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versorii 

kji ,,  care dau orientarea sistemului mobil faţă de cel fix. Se obţine astfel că 

un solid rigid liber în spaţiu are şase grade de libertate. 

Aceşti şase parametri scalari independenţi pot fi aleşi după cum urmează : 

- coordonatele originii sistemului mobil în raport cu cel fix : 

)(txx OO     ,   )(tyy OO     ,   )(tzz OO   

- unghiurile lui Euler      ttt   ,, , care dau orientarea axelor 

sistemului mobil faţă de cele ale sistemului mobil (vezi subcapitolul 9.5). 

 

9.1.2. Distribuţia de viteze 

 

Din relaţiile (9.1) şi (9.2) se obţine : 

                                           )()()()()(1 tkztjytixtrtr O


                      

(9.4) 

Pentru a determina viteza absolută a punctului M se derivează relaţia (9.4) în 

raport cu timpul : 

                               )()()()()()()( tkztjytixtvtrtvtv OO













         

(9.5) 

unde OO rv




  reprezintă viteza absolută a punctului O. 

Pentru a înţelege semnificaţia derivatelor 










kji ,,  vom deriva relaţiile (9.3) în 

raport cu timpul: 

         0











kkjjii    ,   0



















ikikkjkjjiji     

(9.6) 

Notăm 

       x

not
kjkj 







 ,  y

not
ikik 







  ,   z

not
jiji 







           

(9.7) 

şi considerăm scalarii zyx  ,,  ca fiind proiecţiile unui vector 

  pe axele reperului 

cartezian Oxyz, adică : 

                                                    


 kji zyx                                           

(9.8) 

Semnificaţia acestui vector o vom descoperi mai târziu. 
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Se ştie că proiecţia unui vector pe o axă este egală cu produsul scalar dintre acel 

vector şi versorul axei 













 



 uvvpr , astfel încât : 

         0








iiipr Ox    ,   zOy jiipr 








   ,   yOz kiipr 








     

(9.9) 





 kji yz   

În plus, 

                                        





 kj

kji

i yzzyx 

001

                          

(9.10) 

Din (9.9) şi (9.10) găsim că 





 ii  . Procedând analog pentru derivatele 







kj ,  obţinem relaţiile : 

                                        





 ii     ,   





 jj     ,   





 kk                           

(9.11) 

cunoscute sub numele de formulele lui Poisson sau ecuaţiile de mişcare ale triedrului 

mobil. 

Înlocuind formulele lui Poisson în relaţia (9.5) găsim : 






























































kzjyixvkzjyixvv OO   

adică 

                                                           


 rvv O                                                  

(9.12) 

Relaţia (9.12) reprezintă formula pentru determinarea distribuţiei de viteze în 

mişcarea generală a rigidului (formula lui Euler pentru distribuţia de viteze), 

v  

reprezintă viteza punctului arbitrar M al rigidului, Ov


 viteza originii triedrului mobil, 


  este vectorul definit de relaţia (9.8) iar 


r vectorul de poziţie al punctului M în raport 

cu triedrul mobil. Comparând relaţiile (9.5) şi (9.12) obţinem că : 
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




 rr                                                        

(9.13) 

Proiectând relaţia (9.12) pe axele triedrului mobil Oxyz se obţin expresiile 

componentelor vitezei punctului arbitrar M al rigidului : 

 yzvv zyxOx   , zxvv xzyOy   , xyvv yxzOz     

(9.14) 

 

9.1.3. Distribuţia de acceleraţii 

 

Derivând relaţia (9.12) în raport cu timpul se obţine acceleraţia absolută a 

punctului M: 













 rrvva O   

Dar O

not

O av





  reprezintă acceleraţia originii O a triedrului mobil, 





 rr   

iar 





 
not

 va fi o mărime vectorială a cărei semnificaţie o vom discuta mai târziu. Se 

obţine astfel formula care dă distribuţia de acceleraţii în mişcarea generală a solidului 

rigid (formula lui Euler pentru distribuţia de acceleraţii) : 

                                                 















rraa O                                     

(9.15) 

Proiectând relaţia (9.15) pe axele triedrului mobil Oxyz se obţin componentele 

acceleraţiei punctului arbitrar M al rigidului : 

    xzyxyzaa xzyxzyOxx  2  

                        yzyxzxaa yzyxxzOyy  2           

(9.16) 

    zzyxxyaa zzyxyxOzz  2  

unde 


 kji zyx  , 


 kji zyx  si 2222
zyx   . 

 

9.1.4. Proprietăţi ale distribuţiei de viteze în mişcarea generală a solidului rigid 

 

Mişcarea generală a rigidului se caracterizează prin următoarele proprietăţi ale 

distribuţiei de viteze (fără demonstraţie): 

P 1) Vectorul 

  este un invariant faţă de schimbarea originii O a triedrului mobil 

(analog vectorul 

 ) ; 
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P 2) Produsul scalar dintre vectorul viteză 

v al unui punct arbitrar M al rigidului şi 

vectorul 

  este invariant (nu depinde de punctul M) 

                                                             

 v = constant                                                

(9.17) 

P 3) Proiecţiile vitezelor punctelor unui rigid pe direcţia vectorului 

  sunt egale : 

                                                     
















v
vpr constant                                       

(9.18) 

P 4) Punctele aflate pe o dreaptă paralelă cu vectorul 

  au viteze egale. 

P 5) Proiecţiile punctelor oarecare M şi N ale unui rigid pe segmentul care le uneşte sunt 

egale : 

                                                      NMNMMN vprvpr


                                       

(9.19) 

P 6) Extremităţile vitezelor punctelor unui segment al solidului rigid sunt puncte 

coliniare. 

 
9.2. Mişcări particulare ale solidului rigid 

 

Se numesc mişcări particulare ale rigidului acele mişcări în care, fie datorită 

modului de acţiune a sistemului de forţe fie datorită unor legături, o parte a celor şase 

parametri de poziţie ai rigidului rămân constanţi în timpul mişcării. Vom aborda în cele 

ce urmează un număr de cinci mişcări particulare ale rigidului. 

 

9.2.1. Mişcarea de translaţie a rigidului 

 
Un rigid efectuează o mişcare de translaţie dacă orice dreaptă solidară cu rigidul rămâne 

paralelă cu ea însăşi în tot timpul mişcării. 

Translaţiile rigidului pot fi rectilinii, circulare sau arbitrare. Exemple de corpuri 

ce execută translaţii sunt : caroseria unui autovehicul pe un drum rectiliniu, pedala de 

acţionare a bicicletei, biela de cuplare a două roţi de raze egale etc. 

În mişcarea de translaţie traiectoriile punctelor rigidului sunt curbe identice ce pot 

fi suprapuse printr-o translaţie geometrică de vector 


 ABr  (figura T 9.2). 

Conform definiţiei, axele triedrului mobil Oxyz (solidar cu rigidul) rămân paralele 

cu ele însele în timpul mişcării. Rezultă : 


kji ,,  = constant  










00,, zyxkji   
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

 0    ,    




 0                                             

(9.20) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 9.2 

 

Din formulele lui Euler (9.12) şi (9.15) găsim că : 

                                                      OO aavv


 ,                                             

(9.21) 

ceea ce înseamnă că la un moment dat toate punctele rigidului au aceiaşi viteza şi aceiaşi 

acceleraţie, fiind suficientă cunoaşterea mişcării unui singur punct al rigidului pentru a 

cunoaşte mişcarea tuturor punctelor rigidului (vezi figura T 9.2). 

Un solid rigid aflat în mişcare de translaţie are trei grade de libertate (deplasări în 

lungul axelor de coordonate). 

 
9.2.2. Mişcarea de rotaţie a rigidului 

 

9.2.2.1. Generalităţi 

 
Un rigid efectuează o mişcare de rotaţie dacă în tot timpul mişcării două puncte ale sale rămân 

fixe în spaţiu. 

Dreapta    determinată de cele două puncte fixe este, de asemenea, fixă şi se 

numeşte axă de rotaţie. Exemple de corpuri având mişcări de rotaţie sunt : rotorul unei 

maşini electrice, universalul unui strung, roata unui polizor etc. Un punct arbitrar M al 

rigidului, nesituat pe axa de rotaţie, descrie o mişcare circulară pe un cerc aflat într-un 

plan perpendicular pe axa de rotaţie, cu centrul pe axa de rotaţie şi de rază egală cu 

distanţa de la punct la axă (figura T 9.3). 

Pentru studiul mişcării de rotaţie se aleg un triedru fix 1111 zyxO  şi un triedru 

mobil Oxyz, solidar cu rigidul, astfel încât )(, 111  zOzOOO . Unghiul dintre axele 












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
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a
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A1B1
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


A

A
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B

A2



A2B2
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A2B2

aa



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

2
tt 
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
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
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Ox şi 11xO (sau Oy şi 11yO ) se notează cu   şi reprezintă parametrul scalar care 

fixează poziţia rigidului la un moment dat. În consecinţă, în mişcarea de rotaţie solidul 

rigid are un singur grad de libertate. Ecuaţia de mişcare a rigidului este: 

                                                                  t                                                           

(9.22) 

Deoarece  O  rezultă că : 

                                                      


 0,0 OO av                                            

(9.23) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 9.3 

 

Pentru determinarea vectorilor 

  şi 


 se exprimă versorii axelor reperului 

mobil în funcţie de cei ai reperului fix (vezi figura T 9.3) : 

                                                  



























1

11

11

cossin

sincos

kk

jij

jii





                                      

(9.24) 

Derivând relaţiile (9.24) în raport cu timpul t obţinem : 





M

x

1
x

y

1
y




OO
1


rotatie  de  axa)Δ( 






1
zz 

1
kk




j


1
j


i


1
i

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




































































0

sincos

cossin

1

11

11

kk

ijij

jjii





                          

(9.25) 

de unde : 

              











  jjjiikkikj zyx ,0,0           

(9.26) 

 

 

Rezultă : 

                               


  ,,, kk                              

(9.27) 

 

Vectorii 

  şi 


  au direcţia axei de rotaţie iar scalarii lor se obţin derivând 

funcţia  t  care descrie mişcarea rigidului. Deoarece scalarul vectorului 

 este dat prin 


  , la fel ca la mişcarea circulară a punctului material, acest vector se va numi vector 

viteză unghiulară şi va caracteriza variaţia unghiului  . În mod identic, vectorul

  se va 

numi vector acceleraţie unghiulară. 

 

 

9.2.2.2. Studiul distribuţiei de viteze 

 

Din (9.12) şi (9.23) obţinem pentru viteza unui punct arbitrar M(x, y, z) al 

rigidului aflat în mişcare de rotaţie expresia : 

                                      





 jxiy

zyx

kji

rv  00                             

(9.28) 



 148 

 

Proiecţiile vectorului viteză şi modulul său sunt : 

                        dyxvvxvyv zyx   22,0,,             

(9.29) 

unde d este distanţa de la punctul M la axa de rotaţie. 

 

Proprietăţile câmpului de viteze pot fi puse în evidenţă considerând punctele 

 0,0,11 xA ,  0,0,22 xA ,  0,0,33 xA  situate arbitrar pe o perpendiculară pe axa de 

rotaţie (figura T 9.4). Vitezele acestor puncte fiind : 


 jxv A 11
    ,   


 jxv A 22
    ,   


 jxv A 33
  

se pot deduce următoarele proprietăţi: 

i) Singurele puncte de viteză nulă aparţin axei de rotaţie; 

ii) Vitezele diferitelor puncte ale rigidului sunt conţinute în plane perpendiculare 

pe axa de rotaţie ; 

iii) Punctele aparţinând unei drepte paralele cu axa de rotaţie au viteze identice ; 

iv) Vitezele punctelor situate pe o dreaptă perpendiculară pe axa de rotaţie sunt 

perpendiculare pe această dreaptă, modulele lor fiind direct proporţionale cu 

distanţa de la punct la axa de rotaţie. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 9.4                                                Figura T 9.5 

 

 

9.2.2.3. Studiul distribuţiei de acceleraţii 

 

Din (9.15) şi (9.23) se obţine pentru acceleraţia unui punct arbitrar M(x, y, z) al 

rigidului următoarea expresie analitică : 
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 jyxixy 22                                    

(9.30) 

 

Proiecţiile vectorului acceleraţie şi modulul său sunt : 

                      4222 ,0,,   daayxaxya zyx            

(9.31) 

 

Proprietăţile câmpului de acceleraţii (figura T 9.5) se pun în evidenţă tot cu 

ajutorul punctelor  0,0,11 xA ,  0,0,22 xA ,  0,0,33 xA  pentru care avem : 
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a

a
tg  constant                                     

(9.32) 

Proprietăţile distribuţiei de acceleraţii sunt identice celor pentru distribuţia de 

viteze cu singura deosebire că acceleraţiile sunt înclinate faţă de o perpendiculară pe axa 

de rotaţie cu acelaşi unghi   (dat de relaţia (9.32)). 

 
9.2.3. Mişcarea elicoidală a rigidului 

 

9.2.3.1. Generalităţi 

 
Un rigid are o mişcare elicoidală dacă în tot timpul mişcării două puncte ale sale rămân pe o 

dreaptă fixă în spaţiu, numită axa mişcării elicoidale. 

Drept exemple de rigide care efectuează o mişcare elicoidală amintim: un burghiu 

în timpul operaţiei de găurire cu avansul manual, un glonte în interiorul ţevii unei arme 

ghintuite, un şurub etc. 

Pentru studiul mişcării elicoidale se aleg două triedre şi anume triedrul fix  

1111 zyxO  şi triedrul mobil Oxyz, solidar cu rigidul, astfel încât  zOzO 11  (axa 

mişcării elicoidale). Originea O a triedrului mobil se mişcă pe axa fixa 11zO (figura 
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T9.6). La momentul iniţial (t =0) se poate considera că 1OO  . În mişcarea elicoidală 

rigidul are doar două grade de libertate, deoarece legăturile sale permit o translaţie în 

lungul axei    şi o rotaţie în jurul aceleiaşi axe. Mişcarea rigidului va fi o suprapunere 

de două mişcări independente simultane, parametrii mişcării fiind cota  tzz OO   a 

punctului O faţă de triedrul fix şi unghiul  t   dintre axele 11xO  şi Ox (sau 11yO  şi 

Oy). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 9.6                                                Figura T 9.7 

 

Deoarece originea O a sistemului mobil are o mişcare rectilinie pe 11zO , putem 

scrie : 

                                


 kakzakvkzv OOOOOO ,                        

(9.33) 

Planul Oxy rămâne paralel în tot timpul mişcării cu planul 111 yxO , astfel încât 

versorii 

ji ,  şi 


k  ai triedrului mobil au aceleaşi expresii şi derivate ca la mişcarea de 

rotaţie. 

Prin urmare : 

                                             


 kkkk  ,                                 

(9.34) 

9.2.3.2. Studiul distribuţiei de viteze 

 

Distribuţia de viteze în mişcarea elicoidală se obţine cu ajutorul formulei generale 

(9.12) care, în acest caz, devine : 
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




 kvjxiy

zyx

kji

kvrvv OOO  00            

(9.35) 

Proiecţiile vectorului viteză pe axele reperului mobil şi modulul său sunt : 

                     2222,,, yxvvvvxvyv
OOzyx             

(9.36) 

Se poate observa (vezi şi subcapitolul 9.2.2) că distribuţia de viteze se obţine prin 

suprapunerea a două câmpuri de viteze : primul corespunzător unei rotaţii în jurul axei Oz 

cu viteza unghiulară 

  şi altul specific unei translaţii în lungul axei Oz cu viteza Ov


 

(figura T 9.7). Proprietăţile distribuţiei de viteze sunt : 

i) Nu există în general puncte de viteză nulă. Punctele de viteză minimă (egală 

cu Ov ) aparţin axei mişcării elicoidale ; 

ii) Punctele rigidului situate pe o paralelă la axa mişcării elicoidale au aceiaşi 

viteză ; 

iii) Punctele rigidului aparţinând unei perpendiculare pe axa mişcării elicoidale au 

modulele vitezelor direct proporţionale cu distanţa de la punct la axa   . 

 

9.2.3.3. Studiul distribuţiei de acceleraţii 

 

Utilizând formula generală (9.15) şi relaţiile (9.33-9.34) obţinem : 
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 kajyxixy O
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(9.37) 

 

Componentele pe axe şi modulul acceleraţiei punctului arbitrar M(x, y, z) sunt : 

             2224222 ,,, yxaaaayxaxya
OOzyx       

(9.38) 

Distribuţia de acceleraţii rezultă tot ca o suprapunere de câmpuri de vectori 

(acceleraţie), primul corespunzător unei rotaţii în jurul axei Oz cu acceleraţia unghiulară 


 şi al doilea specific unei translaţii în lungul lui Oz, cu acceleraţia Oa


. Proprietăţile 

distribuţiei de acceleraţie sunt analoage cu cele ale distribuţiei de viteze. 
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9.2.3.4. Caz particular : mişcarea de şurub 

 

Un caz particular al mişcării elicoidale, foarte întâlnit în tehnică, este acela al 

mişcării de şurub. Particularitatea constă în faptul că la o rotaţie completă a rigidului 

acesta înaintează cu un pas constant p. Există astfel o dependenţă de tipul : 

                                                              tktz O )(                                                  

(9.39) 

între cei doi parametrii ce caracterizează mişcarea elicoidală, rigidul având doar un singur 

grad de libertate. Impunând condiţia : 

                                                        pz O :2                                               

(9.40) 

se obţine 
2

p
k  . În urma unor derivări succesive ale relaţiei (9.39) rezultă următoarele 

relaţii de legătură între elementele cinematice : 

                                                  



 2

,
2

p
a

p
v OO                                          

(9.41) 

 

 
9.2.4. Mişcarea plan – paralelă a rigidului 

 

9.2.4.1. Generalităţi 

 

 Un rigid are o mişcare plan – paralelă dacă în tot timpul mişcării trei puncte 

necoliniare ale sale rămân într-un plan fix din spaţiu. Planul determinat de cele trei 

puncte şi legat de rigid rămâne de asemenea în planul fix. 

 Exemple de mişcări care efectuează mişcări plan-paralele sunt : biela unui motor, roata 

unui vehicul care se deplasează pe un drum drept etc. Din considerente geometrice rezultă 

că toate punctele rigidului au traiectorii conţinute în plane paralele cu cel fix. Orice punct 

al rigidului rămâne la distanţă constantă de planul fix şi are aceiaşi mişcare ca şi proiecţia 

lui pe planul fix. Va fi suficient să se determine mişcarea punctelor rigidului din planul 

fix pentru a se cunoaşte mişcarea tuturor punctelor rigidului. 

  

Pentru studiul mişcării plan-paralele se consideră triedrul fix 1111 zyxO  pentru 

care planul 111 yxO  este chiar planul fix şi triedrul mobil Oxyz, solidar cu rigidul, la care 

planul Oxy este invariabil legat de secţiunea determinată în rigid de planul fix (figura 

T9.9). Poziţia rigidului la un moment dat este complet determinată de cunoaşterea 

coordonatelor originii O a reperului mobil şi de unghiul  dintre axele Ox şi 11xO (sau 

Oy şi 11yO ), adică de funcţiile: 

 

                                         ttyytxx OOOO   ,,)( 1111                           

(9.42) 

 

 Rezultă că în mişcarea plan-paralelă rigidul are trei grade de libertate. 
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Figura T 9.9 

 

 Deoarece punctul O se mişcă doar în planul Oxy (sau 111 yxO ) vectorii viteză 

Ov


 şi acceleraţie Oa


 au componente doar în acest plan : 


 jvivjyixv yOxOOOO 1111  

                                     


 jaiajyixa yOxOOOO 1111                          

(9.43) 

Observaţie : OyOOxOOyOOxO yaxayvxv 1111 ,,,


 , deoarece în (9.43) apar 

proiecţii pe două triedre diferite. 

 

 Proiecţiile versorilor 

ji ,  şi 


k  pe axele reperului fix 1111 zyxO  rămân 

aceleaşi ca la mişcarea de rotaţie astfel încât : 

                                          


 kkkk  ,                                  

(9.44) 

 

9.2.4.2. Studiul distribuţiei de viteze 

 

 Ţinând cont de formula generală (9.12) şi de relaţiile (9.43) şi (9.44) se obţine 

următoarea expresie analitică pentru viteza punctului arbitrar M(x, y, z) : 
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



zyx

kji

jvivrvv yOxOO  00  

                                                 


 jxviyv yOxO                                        

(9.45) 

 Proiecţiile pe axe ale vitezei punctului M sunt : 

                                   0,,  zyOyxOx vxvvyvv                          

(9.46) 

 Orice punct al rigidului are viteza cuprinsă într-un plan paralel cu planul Oxy. 

 Distribuţia de viteze în mişcarea plan-paralelă a rigidului are următoarele 

proprietăţi : 

     i) Există, în general, puncte de viteză nulă. Notând prin  ,,  coordonatele unui 

astfel de punct şi egalând cu zero componentele vitezei date de (9.46) obţinem : 

                                        arbitrar
vv xOyO

 





 ,,                          

(9.47) 

 Relaţiile (9.47) reprezintă ecuaţiile parametrice ale unei drepte perpendiculare pe 

planul Oxy şi care se numeşte axă instantanee de rotaţie. Punctul  0,,I  de intersecţie 

între această dreaptă şi planul Oxy se numeşte centrul instantaneu de rotaţie (CIR) şi este 

singurul punct din planul Oxy care are viteza nulă la un moment dat. 

 Centrul instantaneu de rotaţie (CIR – ul) este un punct variabil atât faţă de 

triedrul fix 1111 zyxO  cât şi faţă de triedrul mobil Oxyz. Mereu alt punct al rigidului are 

viteza nulă şi devine CIR. Locul geometric al CIR-ului în raport cu triedrul fix este o 

curbă numită bază (sau centroidă fixă) iar locul geometric al CIR-ului faţă de triedrul 

mobil este o curbă numită rostogolitoare (sau centroidă mobilă). Se poate demonstra că, 

în timpul mişcării rigidului, centroida mobilă se rostogoleşte peste cea fixă, cele două 

curbe fiind tangente în CIR – ul corespunzător momentului respectiv. 

 În spaţiu, axa instantanee de rotaţie generează două suprafeţe cilindrice în raport 

cu triedrele fix şi mobil, numite respectiv axoidă fixă şi axoidă mobilă . Suprafaţa mobilă  

se rostogoleşte fără să alunece peste cea fixă, având în comun la fiecare moment de timp 

axa instantanee de rotaţie. 

    ii) Distribuţia de viteze în mişcarea plan-paralelă este identică cu cea de la mişcarea 

de rotaţie, ca şi când solidul s-ar roti în jurul axei instantanee de rotaţie cu viteza 

unghiulară 

 .  

Într-adevăr, considerând că la momentul de timp respectiv originea O a triedrului 

mobil coincide cu CIR – ul  IO  , viteza punctului M va fi 


 IMIMvv IM   (deoarece 


 0Iv ), identică cu cea de la mişcarea de 

rotaţie în jurul lui I. 
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9.2.4.3. Studiul distribuţiei de acceleraţii 

 

 Acceleraţia punctului arbitrar M(x, y, z) rezultă pe baza formulei generale (9.15) 

şi a relaţiilor (9.43) şi (9.44) : 
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(9.48) 

 

 Proiecţiile vectorului acceleraţie pe axele reperului Oxyz sunt : 

                        0,, 22  zyOyxOx ayxaaxyaa              

(9.49) 

 Orice punct al rigidului are acceleraţia cuprinsă într-un plan paralel cu planul 

Oxy. Distribuţia de acceleraţii în mişcarea plan-paralelă a rigidului are următoarele 

proprietăţi : 

      i) Există, în general, puncte de acceleraţie nulă. Notând prin ',','   coordonatele 

unui astfel de punct, prin egalarea cu zero a componentelor acceleraţiei se obţine : 
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(9.50) 

 Relaţiile (9.50) reprezintă ecuaţiile parametrice ale unei drepte perpendiculare pe 

planul Oxy, în punctele căreia acceleraţiile sunt nule la momentul de timp dat. Intersecţia 

acestei drepte cu planul Oxy este punctul  0,',' J , numit polul acceleraţiilor. El este 

singurul punct de acceleraţie nulă din planul fix la un moment dat. 

     ii) Distribuţia de acceleraţii în mişcarea plan-paralelă este identică cu cea din 

mişcarea de rotaţie, ca şi când rigidul s-ar roti în jurul unei axe normale pe planul fix şi 

care trece prin polul acceleraţiilor. 

 Într-adevăr, dacă se consideră la acel moment de timp că originea O a triedrului 

mobil coincide cu J  JO  , atunci acceleraţia punctului M va fi : 


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
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(deoarece 


 0Ja ), identică cu cea de la mişcarea de rotaţie în jurul lui J. 

Observaţie : CIR – ul I şi polul acceleraţiilor J sunt puncte diferite la un moment dat 



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
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0adar   0a si  0vdar   0 IJJIv . 
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9.2.5. Mişcarea sferică a rigidului 

 

9.2.5.1. Generalităţi 

 

 Un rigid are o mişcare sferică atunci când un punct al său rămâne tot timpul 

mişcării confundat cu un punct fix din spaţiu. 

 Din consideraţii geometrice rezultă că toate punctele rigidului au traiectorii 

conţinute pe sfere având centrul în punctul fix şi raza egală cu distanţa de la punctul 

corespunzător la punctul fix. 

 Exemple de solide rigide având o mişcare sferică sunt giroscopul, mişcarea unui 

aparat articulat sferic pe un trepied etc. 

 Pentru studiul mişcării se aleg două repere şi anume unul fix 1111 zyxO  şi unul 

mobil Oxyz, solidar cu rigidul, astfel încât originile 1O  şi O să fie confundate cu punctul 

fix (figura T 9.10). Poziţia rigidului este complet determinată la un moment dat prin 

unghiurile lui Euler  ,,  (definite în cele ce urmează), astfel încât în mişcarea sferică 

rigidul are trei grade de libertate. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 9.10 

 

 Intersecţia planelor Oxy şi 111 yxO este dreapta ON, numită linia nodurilor. 

Unghiurile lui Euler sunt independente între ele şi sunt definite astfel: 

- unghiul de precesie  , format de linia nodurilor cu axa 11xO ; 

- unghiul de rotaţie proprie  , format de Ox cu linia nodurilor ; 

- unghiul de nutaţie  , format de Oz cu 11zO . 

Deoarece originea O a reperului mobil este fixă rezultă că : 

                                                              


 0OO av                                                  

(9.51) 

 Vectorul 

  şi vectorul 


 au componente pe toate axele triedrului mobil (vezi 

capitolul 15), expresiile lor analitice fiind de forma : 

                           


 kji zyx     ,   


 kji zyx                 

(9.52) 



M







z

1
z

r


y

1
y

1
x 



OO
1

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9.2.5.2. Studiul distribuţiei de viteze 

 

 Viteza punctului arbitrar M(x, y, z), dată de (9.12), (9.51) şi (9.52), este : 







zyx

kji

rv zyx   

                              


 kxyjzxiyzv yxxzzy                

(9.53) 

 Proiecţiile pe axele reperului mobil ale vitezei punctului M sunt : 

                      yzv zyx      ,   zxv xzy      ,   xyv yxz            

(9.54) 

 Distribuţia de viteze în mişcarea sferică are următoarele proprietăţi : 

    i) Există, în general, puncte de viteză nulă. Egalând cu zero componentele vitezei, date 

de (9.54), se obţine un sistem liniar omogen în necunoscutele x, y, z, care este compatibil 

simplu nedeterminat şi are soluţia dată prin xx  , yy  , zz  , R , ce 

poate fi pusă sub forma: 

                                                        
zyx

zyx


                                                    

(9.55) 

 Punctele de viteză nulă se află pe o dreaptă ce conţine punctul fix O(0, 0, 0) şi 

care are direcţia vectorului 

  (parametri directori zyx  ,, ). Această dreaptă poartă 

numele de axă instantanee de rotaţie şi este o dreaptă variabilă în timp deoarece 

 = 


 (t). Locul geometric al axei instantanee de rotaţie în raport cu triedrul fix este o 

suprafaţă conică cu vârful în 1O , numită con herpolodic iar locul geometric al axei 

instantanee de rotaţie în raport cu triedrul mobil este o suprafaţă conică cu vârful în O şi 

numită con polodic. În timpul mişcării conul herpolodic rămâne fix iar conul polodic se 

rostogoleşte fără să alunece peste conul herpolodic. 

 

    ii) Distribuţia de viteze este identică cu cea din cazul mişcării de rotaţie, ca şi când 

rigidul s-ar roti în jurul axei instantanee de rotaţie (vezi relaţia (9.53)). 

 

 

9.2.5.3. Studiul distribuţiei de acceleraţii 

 

 Utilizând formula generală (9.15) şi relaţiile (9.51) şi (9.52) se obţin următoarele 

proiecţii pentru acceleraţia punctului M(x, y, z) : 
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      zyxa yzxxzyzyx   22  

                                   zyxa xzyzxzxyy   22                      

(9.56) 

     zyxa yxxyzyxzx
22    

 

 Punând condiţia ca acceleraţia punctului M să fie nulă  0 zyx aaa  se 

obţine un sistem de ecuaţii liniar şi omogen în necunoscutele x, y şi z. Pentru ca acest 

sistem să admită şi soluţii nenule este necesar ca determinantul sistemului să se anuleze, 

adică: 

 

                      

 
 

 

2

22

22

22
































yxxyzyxz

xzyzxzxy

yzxxzyzy

                

(9.57) 

 

 Relaţia (9.57) este verificată doar dacă vectorii 

  şi 


 sunt coliniari sau unul 

dintre ei este nul. Cum însă, în general, aceşti vectori sunt nenuli şi au suporturi diferite, 

sigurul punct de acceleraţie nulă este punctul fix O(0, 0, 0). 

 În concluzie, în mişcarea sferică distribuţia de acceleraţii este specifică şi nu 

poate fi redusă la cea corespunzătoare altei mişcări particulare a rigidului. 
9.3. Mişcarea generală  a rigidului 

 

9.3.1. Generalităţi 
 

 În subcapitolul 9.2 ne-am concentrat asupra unui număr de cinci mişcări 

particulare ale rigidului. Mişcările particulare se caracterizează prin impunerea unor 

restricţii de natură geometrică asupra rigidului, ceea ce are drept rezultat reducerea 

numărului de grade de libertate ale acestuia. 

 În acest subcapitol vom reveni asupra unor aspecte ale distribuţiei de viteze şi 

acceleraţii în mişcarea generală a rigidului. Inexistenţa restricţiilor geometrice face ca 

rigidul să aibă numărul maxim de grade de libertate, adică şase. Vectorii Ov


, Oa


, 

  

şi 

  sunt funcţii oarecare de timp şi au expresiile analitice: 


 kvjvivv zOyOxOO    ,       


 kajaiaa zOyOxOO  

                          


 kji zyx     ,   


 kji zyx                  

(9.58) 

 Dreptele suport ale celor patru vectori au direcţii arbitrare în spaţiu (în cazul cel 

mai general). 
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9.3.2. Studiul distribuţiei de viteze 

 

 Distribuţia de viteze în mişcarea generală a rigidului este dată de formula Euler : 

                                                            


 rvv O                                                 

(9.59) 

 Componentele pe axe ale vectorului viteză sunt : 

         yzvv zyxOx   , zxvv xzyOy   , xyvv yxzOz     

(9.60) 

 Vom demonstra că distribuţia instantanee de viteze în mişcarea generală a 

rigidului este reductibilă la cea specifică mişcării elicoidale. Pentru aceasta va fi suficient 

să arătam că există puncte în care vectorii 

v  şi 


  sunt coliniari, adică : 

                                                           Rv 


 ,                                                 

(9.61) 

proprietate analoagă cu cea din mişcarea elicoidală (vezi subcapitolul 9.2.3). 

 Condiţia (9.61) este echivalentă cu relaţia: 

                                                            
z

z

y

y

x

x vvv


                                                

(9.62) 

sau, după înlocuirea componentelor vectorului viteză, cu : 

                      
z

yxzO

y

xzyO

x

zyxO xyvzxvyzv











 






           

(9.63) 

 Ecuaţiile (9.63) reprezintă ecuaţiile unei drepte paralele cu dreapta suport a 

vectorului 

 . Ea se numeşte axă instantanee a mişcării elicoidale. 

 Aşadar, în mişcarea generală a rigidului distribuţia de viteze la un moment dat se 

obţine ca şi când rigidul ar efectua o mişcare elicoidală în jurul axei instantanee a mişcării 

elicoidale cu viteza unghiulară 

  şi viteza de translaţie: 

                                      











 


































 O

O

i
v

rv
v

v                             

(9.64) 

 Viteza unui punct arbitrar M al rigidului aflat în mişcare generală are două 

componente: una , egală cu iv


, este paralelă cu 

  şi nu depinde de punct iar a doua, 

notată pv


, depinde de punct şi este perpendiculară pe 

  (vezi figura T 9.11). Punctele 
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axei instantanee a mişcării elicoidale au viteza minimă, egală cu iv


, deoarece 

componenta normală pe 

  este nulă. 

 

 Locul geometric al axei instantanee a mişcării elicoidale faţă de reperul fix este o 

suprafaţă riglată numită axoidă fixă iar locul geometric al aceleiaşi axe faţă de reperul 

mobil (solidar cu rigidul) este tot o suprafaţă riglată numită axoidă mobilă. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 9.11 

 

 Cele două axoide sunt tangente după axa instantanee a mişcării elicoidale iar 

axoida mobilă se rostogoleşte peste cea fixă în jurul tangentei comune existând totodată şi 

o alunecare în lungul acesteia cu viteza iv


. 

 

 Concluzionând, se desprinde ideea că distribuţia de viteze este specifică fiecărei 

mişcări particulare. Ea poate fi redusă la o distribuţie de viteze instantanee specifică 

mişcării de translaţie, rotaţie (pentru mişcarea plan-paralelă sau mişcarea sferică) sau 

elicoidală (pentru mişcarea generală). 

 

9.3.3. Studiul distribuţiei de acceleraţii 

 

 Distribuţia de acceleraţii în mişcarea generală a rigidului este dată de formula lui 

Euler : 

                                               















rraa O                                      

(9.65) 

 Componentele pe axele reperului mobil Oxyz sunt date de relaţiile (9.16). Pentru 

a investiga dacă distribuţia de acceleraţii în mişcarea generală este reductibilă la cea 

corespunzătoare unei mişcări particulare se cercetează existenţa punctelor de acceleraţie 

nulă. Punând condiţiile 0 zyx aaa , din (9.16) se obţine un sistem de ecuaţii liniar 

şi neomogen în necunoscutele x, y şi z. Determinantul acestui sistem (identic cu cel 

obţinut în mişcarea sferică) este : 




mini



M

i



p






Axa instantanee

a mişcării elicoidale
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2
















                                                 

(9.66) 

 În general, vectorii 

  şi 


 nu sunt coliniari şi, în consecinţă, 0 . Prin 

urmare distribuţia de acceleraţii în mişcarea generală a rigidului este similară celei din 

mişcarea sferică, adică există un unic punct de acceleraţie nulă (de coordonate egale cu 

soluţia sistemului liniar neomogen), numit polul acceleraţiilor. Acest punct îşi schimbă 

poziţia în timp atât faţă de reperul fix cât şi faţă de cel mobil. 

 Dacă însă 0 , atunci sunt posibile următoarele cazuri: 

i) nu există puncte de acceleraţie nulă, ceea ce corespunde mişcărilor de 

translaţie şi elicoidală ; 

ii) există o infinitate de puncte de acceleraţie nulă, situate pe o dreaptă, ceea ce 

corespunde mişcărilor de rotaţie sau plan-paralelă. 

În concluzie, distribuţia de acceleraţii este specifică fiecărei mişcări particulare în parte. 

 
9. 4. Probleme rezolvate 

 

R 9.1) Se consideră roţile O şi O‟, cuplate prin intermediul manivelelor O‟A‟ şi O”A” şi 

bielei A‟A” (figura R 9.1). Ştiind că locomotiva se deplasează cu viteza constantă 0v , se 

cere: 

a) Viteza unui punct arbitrar M al bielei; 

b) Traiectoria descrisă de punctul M. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 9.1 

 Rezolvare: a) În tot timpul mişcării manivelele O‟A‟ şi O”A” rămân paralele , 

astfel încât patrulaterul O‟A‟A”O” este de fapt paralelogram. În consecinţă, laturile 

A‟A‟‟ şi O‟O” sunt şi ele paralele în tot timpul mişcării şi cum dreapta O‟O” este fixă în 

spaţiu mişcarea bielei este o translaţie. Rezultă că 'AM vv


 . Mişcarea roţii de centru 

O‟ este o mişcare plan-paralelă de viteză unghiulară 
r

v 0
 , centrul instantaneu de 

rotaţie fiind în punctul I. Viteza punctului A‟ are caracteristicile: 



r

y

O

A

O

r

A


0
V


M

x
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 






















 sin12
2

90
sin2'v

tric trigonomesens

'

0'A vrIA

IA

v iA  

 

b) Coordonatele carteziene ale punctului M în raport cu reperul fix 111 yxO sunt: 

 sin,cos'0 ryrMAtvx  , 

unde t
r

v 0
 , şi reprezintă ecuaţiile parametrice ale unei cicloide (translatată faţă de 

cicloida descrisă de punctul A‟ cu vectorul 


MA ' ). 

 

R 9.2) O placă plană omogenă, având forma unui disc de rază R, se roteşte în jurul unei 

axe fixe (  ) perpendiculară pe planul plăcii (figura R 9.2.1). Cunoscând viteza 

 0


 ABv A  a unui punct de pe periferia roţii, direcţia vitezei punctului B 

( OBv B


) şi distanţa AB = d, să se determine : 

 a ) Punctul unde axa (   ) intersectează planul plăcii ; 

 b ) Viteza unghiulară   în mişcarea de rotaţie a plăcii ; 

 c ) Viteza punctului B ( ca mărime şi sens ) ; 

 d ) Viteza centrului O al plăcii . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          Figura R 9.2.1                                   Figura R 9.2.2 

 

 Rezolvare: a) Fie I punctul în care axa de rotaţie intersectează planul plăcii 

(figura R 9.2.2). Deoarece IBvIAv BA 


, , rezultă că I este la intersecţia dreptei OB cu 

perpendiculara în A pe AB. RIBIABOCB 2  (punctul I aparţine periferiei 

discului). 

A

B
O

 






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B

B
V
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0
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O

R

A
V


R

C

 



 163 

b) 

 





















224

orar sens

dR

d

IA

v

OAB

A 


   ; c) 





















d
dR

R
IB

IB

v B





22
B

4

2
v

 dedat  sens d) BO vv



2

1
 

 

R 9.3) Un paralelipiped dreptunghic [OABCDEFG] având laturile OA = 3 m , OB = 4 m 

, OC = 5 m se roteşte în jurul diagonalei OF cu viteza unghiulară 2  rad / s (figura R 

9.3). Să se determine vitezele şi acceleraţiile punctelor F , A şi D. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 9.3 

 

 Rezolvare: Vectorul viteză unghiulară are expresia analitică: 






 kji
OF

OF
u OF 2

5

24

5

23
 . 

 Deoarece punctul F aparţine axei de rotaţie rezultă că 


 0FF av . Pentru 

vitezele şi acceleraţiile punctelor A şi D obţinem: 

 







 kj

kji

OAv A
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2
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 ji
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ODv D 2324
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









 kji

kji

vOAa AA
5

18

25

72

25

246

5

212
230

2
5

24

5

23
)(   

 











 kji

kji

vODa DD 1086

02324

2
5

24

5

23
)(  . 

 Modulele acestor vectori sunt: 

 
22 /14,14,/80,17/07,7,/43,5 smasmasmvsmv DADA  . 

 

R 9.4) Raza unui şurub este r iar unghiul de înclinare al filetului este  . Ştiind că şurubul 

se roteşte în piuliţa cu viteza unghiulară  , să se afle viteza v a unui punct de pe axa 

şurubului. 

 

 Rezolvare: Viteza v a unui punct oarecare de pe periferia şurubului (aflat în 

mişcare elicoidală) este egală cu pnv  , unde 



n  este turaţia mişcării iar 

 tgrp 2  este pasul şurubului. Unităţile de măsură folosite sunt: [v] = m / s, [r] = m, 

[ ] = 1 / s. 

 

R 9.5) O bară AB = l se deplasează în planul 111 yxO  astfel încât capătul A alunecă pe 

axa 11xO cu viteza Av


. Bara este tangentă în C la cercul de rază r şi centru 1O (figura R 

9.5.1). Se cere: 

 

 a ) Baza şi rostogolitoarea în mişcarea plan – paralelă a barei ; 

 b ) Vitezele punctelor B şi C . 
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Figura R 9.5.1                                              Figura R 9.5.2 

 

 Rezolvare: a) Deoarece bara este în permanenţă tangentă la cercul  rOC ,1  

rezultă că viteza punctului de tangenţă C va fi în lungul barei AB (normală pe raza 

CO1 ). Pentru a determina centroidele mişcării plan-paralele executate de bară va trebui 

determinată poziţia centrului instantaneu de rotaţie (CIR) pentru o poziţie arbitrară a 

barei, dată prin unghiul   (vezi figura R 9.5.2). CIR-ul se găseşte la intersecţia 

perpendicularelor pe dreptele suport ale vitezelor punctelor A şi C, perpendicularele fiind 

construite în aceste puncte. 

Determinarea bazei 
 

 Coordonatele CIR – ului faţă de sistemul de referinţă fix 111 yxO  sunt: 

 






 21111
cos

sin
,

cos
rtgAOIAy

r
AOx   

 Eliminând parametrul   între aceste două relaţii se obţine ecuaţia bazei: 

  04
1

2
1

2
1

2  xyxr . 

 

Determinarea rostogolitoarei 
 

 Se consideră sistemul de referinţă mobil Axy, solidar legat de bară. Faţă de acest 

sistem coordonatele CIR- ului sunt: 

 tgrACytgrAIICx  ,sin 2 . 

 Ecuaţia rostogolitoarei, obţinută prin eliminarea parametrului   între ultimele 

două relaţii este xry 2 , adică ecuaţia unei parabole ce are ca axă de simetrie axa Ox. 

 

b) Modulul vitezei unghiulare este 





sin

cos2

r

v

IA

v AA
 , sensul acestui vector fiind dat 

de viteza Av


 (sens trigonometric). Viteza punctului C este un vector dirijat în lungul 

dreptei AB, de la B către A şi are modulul  sinAC vICv   iar viteza punctului B 

este un vector perpendicular pe IB, de modul  

 cos222 ABIAABIAIBv B  , unde 



2cos

sin
rIA  şi AB = l. 
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R 9.6) Un disc de rază r se rostogoleşte fără să alunece pe un plan orizontal (figura R 

9.6.1) . Viteza centrului discului este Ov


. Într-un punct A de pe periferia discului este 

articulată bara AB, de lungime l, al cărui capăt B se deplasează pe un plan orizontal . Să 

se calculeze vitezele punctelor A şi B în funcţie de unghiul   de rotaţie al discului. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 9.6.1                                        Figura R 9.6.2 

 

 Rezolvare: Discul şi bara au mişcări plan-paralele. Discul se rostogoleşte fără să 

alunece peste planul orizontal astfel încât CIR- ul în mişcarea plan-paralelă a acestui corp 

este în punctul 1I  de contact între disc şi plan (figura R 9.6.2). Rezultă că: 

 


















r

v

OAB

0
1

1 orar sens



             ;             



















2
sin2

 dedat  sens

011

1

1






vAIv

AI

v

A

A  

 CIR- ul corpului 2, 2I , se găseşte la intersecţia dreptei 










AvAI 1  cu verticala 

din B 










Bv  astfel că: 

 


















AI

v

OAB

A

2
2

2 tric trigonomesens



       ; 


















AB

B

v
AI

BI
BIv

BI

v

1

2
22

2

dreapta spre



. 

 Pentru determinarea distanţelor AI 2  şi BI 2  se notează 






 

1ABImas  şi se 

aplică teorema sinusurilor în triunghiurile 1ABI  şi 2ABI . Se găseşte că: 

 sin

2
sin

:
1

1

AIAB
ABI     ;    




























2
180sin

90sin

2
90sin

:
22

2 




BIAIAB
ABI . 

 Rezolvând acest sistem obţinem distanţele: 

A

B
l  r

0
V


O

 

A
B

l  r

0
V


2/

B
V


A
V


O
2




2
I 1

1



1
I



2

 



 167 

2
sin4

2
cos

1 422
2




rlAI   












2
sin4

2
sin

1

2
cos

2
sin

2

2
cos

1 4222
2




rl

ll

r
BI . 

 

R 9.7) Se consideră sistemul de corpuri din figura R 9.7.1 pentru care se dau distanţele 

ABAO 1 1, lCDlEFDEBDBC   şi unghiurile  , . Ştiind că 

manivela AO 1  se roteşte cu viteza unghiulară  , să se determine vitezele punctelor A, 

B, C, E şi F şi vitezele unghiulare ale elementelor mecanismului. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   Figura R 9.7.1                                             Figura R 9.7.2 

 

 Rezolvare: Cele şapte corpuri ale sistemului au următoarele mişcări: 

 Corpul 1 – mişcare de rotaţie; 

 Corpul 2 – mişcare plan – paralelă; 

 Corpul 3 – mişcare plan – paralelă; 

 Corpul 4 – mişcare de rotaţie; 

 Corpul 5 – mişcare plan – paralelă; 

 Corpul 6 – mişcare de translaţie; 

 Corpul 7 – mişcare de translaţie. 

 

 Punctul A, considerat ca punct al manivelei AO1 , execută o mişcare circulară pe 

un cerc cu centrul în 1O  şi de rază lAO 1 , cu viteza Av


 normală pe AO1 , având 

sensul vitezei unghiulare 


  (trigonometric) şi modulul  lAOv A  1 . 



1 2 3

1

5

6

7



D

C

B

A

1
O

E

F

x x

 

2
i2






1
O

1



A


A
V


B




C
V


C





Di
3


43




E

V


E

F
V




F 5
i

5



 



 168 

 CIR- ul barei AB se găseşte la intersecţia verticalei în B cu dreapta AO1  (vezi 

figura R 9.7.2). Viteza unghiulară 2



 , în mişcarea plan-paralelă a acestei bare, are 

sensul orar iar modulul  
AI

v A

2
2 , deoarece lAOAI  12 . 

 Viteza punctului B (ca şi viteza oricărui punct al corpului 6) este un vector 

perpendicular pe BI 2 , orientat spre stânga, şi are modulul  sin222 lBIv B  . 

 Viteza punctului C, considerat ca punct al plăcii triunghiulare CDE, este un 

vector perpendicular pe raza CD astfel încât CIR- ul 3I  al barei BC va fi la intersecţia 

dreptei CD cu normala în B pe BO1 , adică DI 3 . Viteza unghiulară 3



 , din mişcarea 

plan-paralelă a barei BC, este determinată ca sens şi modul de viteza punctului B. Se 

obţine: 

 sin2,sin2 133 lCDv
BD

v
C

B
  

 Rotaţia plăcii triunghiulare CDE va fi caracterizată de vectorul viteză unghiulară 

4



 = 3



 , obţinut cu ajutorul vitezei punctului C. Viteza punctului E este un vector 

perpendicular pe DE, cu sensul din figura R 9.7.2 şi modulul  sin24 lDEv E  . 

În fine, CIR- ul 5I  al barei EF se găseşte la intersecţia dreptei DE (normală pe Ev


) cu 

orizontala lui F (normală pe Fv


). Din triunghiul isoscel DEF (DE = EF) se găseşte că 
















 

DFEmasEDFmas  iar din triunghiul dreptunghic 5DFI  că sin25 lFI   şi 

lEI 5 . Vectorul Ev


 determină sensul vitezei unghiulare 5



  (orar) şi modulul 

acesteia:  sin2
5

5 
EI

v E
. 

 Viteza punctului F (ca şi viteza oricărui punct al corpului 7) este un vector 

perpendicular pe FI 5  (// yy‟, orientat spre B) şi are modulul 

 55 FIv F  sinsin4l . 

 

R 9.8) Se consideră mecanismul din figura R 9.8.1 constând din manivela OA şi discul de 

centru A şi raza r. Manivela OA se roteşte în jurul punctului O cu viteza unghiulară 0 şi 

acceleraţia unghiulara 0  iar discul se rostogoleşte fără să alunece pe o suprafaţă 

cilindrică. Să se determine vitezele punctelor A, B şi C şi acceleraţia punctului A. 

  Se cunosc : OA = 55 cm , r = 20 cm , 0 = 2 rad / s , 0 5 rad / s
2

. 

 

 

 

 

 

A
030

B

030
r

O

C

0


0

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Figura R 9.8.1 

 

 Rezolvare: Discul are o mişcare plan-paralelă, CIR-ul fiind în 2I  (vezi figura R 

9.8.2). Se obţine uşor că: 


















scmOAv

OA

v

A

A

/110

 dedat  sens

0

0



    ;    

 


















srad
AI

v

BCI

A
/5,5

orar sens

2
2

2

2



 ; 


















scmrBIv

BI

v

B

B

/94,5615sin2

 dedat  sens

0
222

2

2



 ; 


















scmrCIv

CI

v

C

C

/52,19060sin2

 dedat  sens

0
222

2

2



 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 9.8.2                                     Figura R 9.8.3 

 

 Acceleraţia punctului A este acceleraţia unui punct aflat în mişcare circulară (vezi 

figura R 9.8.3): 


AAA aaa



  

A
030

030
C

V


C

O

2
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A
V


2
i

2



B
B

V

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
















2
0

0

/275

 dedat  sens

scmOAa

OA

a

A

A







  ;    













22
0 /220

//

scmOAa

OA

OA

a

A

A



 ; 

    222
/17,352 scmaaa AAA   . 

 

R 9.9) Un corp se roteşte în jurul unei axe care trece prin originea sistemului de 

coordonate carteziene Oxyz. Viteza punctului 1M (1,0,1) al corpului este egală cu 

smv /41  iar unghiul 1  dintre această viteză şi axa Ox este de 045 . Ştiind că unghiul 

2  dintre viteza punctului )0,4,3(2M  şi axa Ox este dat de ecuaţia 8,0cos 2  , să se 

afle: 

a) Viteza unghiulară instantanee 


  şi viteza 2



v  a punctului 2M ; 

b) Ecuaţia axei instantanee de rotaţie. 

 

Rezolvare:  a) Viteza unui punct M(x, y, z) al unui solid rigid cu un punct fix se 

obţine cu ajutorul relaţiei vectoriale: 

    





jzxiyz

zyx

kji

OMv xzzyzyxM   

          


 kxy yx                                                                                                     

(1) 

astfel încât proiecţiile vitezelor 1



v  şi 2



v  sunt: 

yzyx yzv   111                                                                                   

(2a) 

xzxzy zxv   111                                                                           

(2b) 

yyxz xyv   111                                                                                 

(2c) 

zzyx yzv  4222                                                                               

(3a) 

zxzy zxv  3222                                                                                  

(3b) 

yxyxz xyv  34222                                                                       

(3c) 



 171 

 Notând cu 111 ,,  , respectiv 222 ,,  , unghiurile făcute de vectorii 1



v  , 

respectiv 2



v , cu axele sistemului Oxyz, putem scrie: 

22cos 111  vv x                                                                                           

(4a) 

1111 cos3cos   vv y                                                                                    

(4b) 

1111 cos3cos   vv z                                                                                      

(4c) 

1coscoscos 1
2

1
2

1
2                                                                             

(4d) 

şi 

2222 8,0cos vvv x                                                                                      

(5a) 

222 cos vv y                                                                                                  

(5b) 

222 cosvv z                                                                                                    

(5c) 

1coscoscos 2
2

2
2

2
2                                                                           

(5d) 

 

 Din relaţiile (2a) şi (4a) rezultă că: 

22y       (rad / s)                                                                                          (6) 

iar din relaţia (2c) se obţine: 

221 zv      (m / s)                                                                                           (7) 

 Înmulţind relaţia (4d) cu 2
1v  şi folosind (4a, b, c) găsim că: 

088162
1

2̀
1

2
11  zxy vvvv        (m / s)                                              (8) 

astfel încât din relaţiile (2b) şi (8) rezultă că: 

xz                                                                                                                 (9) 

 Din relaţiile (3a) şi (5a) se găseşte că: 

22,0 vz                                                                                                          

(10) 

iar din (3b, c), (5a), (6), (9) şi (10) rezultă: 

268,0,6,0,8,0 222222  vvvvvv zyx                                             (11) 

 

 Înlocuind relaţiile (11) în  
2
2

2
2

2
2

2
2 zyx vvvv                                                                                               

(12) 

se obţine o ecuaţie de gradul al doilea în necunoscuta 2v  ce are soluţia dublă: 
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2

215
2v       (m / s)                                                                                           

(13) 

astfel încât vectorii 2



v  şi 


  sunt daţi de: 



 jiv
2

29
262    ,    



 kji
2

23
22

2

23
                                

(14) 

 

b) Ecuaţia axei instantanee de rotaţie are forma: 

zyx

zyx


                                                                                                   

(15) 

 Înlocuind valorile proiecţiilor vectorului 


 , se obţine axa instantanee de rotaţie 

ca intersecţie de două plane: 

yzx
4

3
                                                                                                            

(16) 

 

R 9.10) Se consideră un cub de latură a aflat în mişcare pentru care se cunoaşte la un 

moment dat viteza Av


 a punctului A, dirijată după diagonala AH (figura R 9.10.1). Se 

cere să se determine viteza punctului D ştiind că ea este dirijată după muchia AD precum 

şi viteza punctului B ştiind că ea este situată în planul ABD. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 9.10.1                               Figura R 9.10.2 

 

 Rezolvare: Se ştie că în mişcarea generală a solidului rigid proiecţiile vitezelor a 

două puncte aparţinând rigidului pe dreapta care uneşte cele două puncte sunt egale. 

 Utilizând această proprietate în cazul punctelor A şi D se găseşte că: 

AADDAD vprvpr


                                                                                      (1) 

 Viteza punctului D, dirijată conform ipotezei după muchia AD, va avea deci 

sensul proiecţiei lui Av


 pe AD (adică de la A spre D) iar modulul: 
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E F
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A B
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V
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
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AAAADD vvvprv
2

2
45cos 0 



                                                              

(2) 

 Aplicând aceiaşi proprietate pentru punctele A şi B găsim că: 

0


BABAAB vprvpr                                                                                     

(3) 

căci ABv A 


, ceea ce înseamnă că şi ABv B 


. 

 Utilizând şi ipoteza conform căreia viteza punctului B este situată în planul ABD 

rezultă că vectorul Bv


 este dirijat după muchia BC. Pentru a obţine scalarul acestei 

viteze se observă că: 

BBDDBD vprvpr


                                                                                         (4) 

 Fiind vectori paraleli şi având aceiaşi proiecţie pe dreapta BD (figura R 9.10.2) 

rezultă că: 

DB vv


                                                                                                              (5) 

 
9.5. Probleme propuse 

 

9.5.1. Teste clasice 

 

TC 9.1) Roata unui scrânciob are o mişcare de rotaţie cu turaţia constantă n = 60 rot / 

min. Ştiind că raza roţii este R = 10 m , să se determine viteza şi acceleraţia punctului B 

al unui scaun în ipoteza în care axa scaunului rămâne în tot timpul mişcării paralelă cu ea 

însăşi (figura TC 9.1.1 ). 

 

TC 9.2) În mişcarea de rotaţie a discului unui polizor se ştie că mărimea la un moment 

dat a unghiului la centru descris de la începutul mişcării este proporţională cu pătratul 

timpului. Să se determine viteza şi acceleraţia unui punct oarecare de pe periferia discului 

de rază R = 30 cm la momentul 2t  = 4 s dacă după 1t =2 s de la începutul mişcării discul 

are turaţia 1n = 50 rot / min. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                 Figura TC 9.1.1                            Figura TC 9.3.1 
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TC 9.3) Două roţi solidare, de raze R şi r, sunt antrenate simultan cu două cremaliere 

astfel încât punctele A şi B au vitezele cunoscute 1



v  şi 2



v . Dacă 21 vv  , să se 

determine poziţia centrului instantaneu de rotaţie, viteza unghiulară instantanee şi viteza 

centrului comun O al celor două roti (figura R 9.3.1) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 9.4.1 

 

TC 9.4) Se consideră două conuri circulare drepte având generatoarele de lungimi egale  

l = 30 cm, unghiurile la vârf 0902   şi 0602  , respectiv (figura TC 9.4.1). Primul  

con este fix iar cel de-al doilea se rostogoleşte peste cel fix cu viteza unghiulară 

srad /2,11 dirijată în lungul axei de simetrie a conului fix. Cele două conuri au 

vârfurile în acelaşi punct O. Se cere să se determine viteza şi acceleraţia unghiulară a 

conului mobil precum şi viteza şi acceleraţia punctului M ce se găseşte pe dreapta de 

intersecţie a planului bazei conului mobil cu planul format de cele două axe de simetrie a 

conurilor, la distanţa cmMM 100  de circumferinţa cercului de bază. 

 

TC 9.5) Se consideră un solid rigid ( C ) în mişcarea cea mai generală, studiată cu 

ajutorul sistemului de referinţă fix 1111 zyxO  şi al sistemului de referinţă mobil Oxyz. Se 

cunosc la un moment dat vitezele: 


 kjivkjivjiv BAO 265,442,23  

a trei puncte O(0, 0, 0), A(2, 1, 1) şi B(2, 0, 2) aparţinând solidului rigid (figura TC 9.5). 

a) Să se determine elementele 


  şi min



v  ale torsorului cinematic de reducere 

în raport cu un punct al axei instantanee a mişcării elicoidale; 

b) Ecuaţiile axei instantanee a mişcării elicoidale. 
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Figura TC 9.5 

 
9.6. Indicaţii şi răspunsuri 

 

TC 9.1) Vezi figura TC 9.1.2. Scaunul are o mişcare de translaţie, deci AB vv


  şi 

AB aa


 . 

 


















)/(20

) dedat  (sens miscare de sens

smOAv

OA

v

A

A



  ,   













)/(40

//

222 smOAa

OA

OA

aa

A

AA



  

  

S-a folosit relaţia dintre turaţia roţii (exprimată în rot/min) şi viteza sa unghiulară 

(exprimată în rad/s) : 


 2
30


n

. 

 

TC 9.2) 0(2   t  constanta),  2,2 


t . Deoarece 
30

n
  , 

rezultă 1
1

2
30

t
n




 , 2
2

2
30

t
n




  şi, în consecinţă, min/1001
1

2
2 rotn

t

t
n  . 

scm
n

RRv /100
30

2
22 


   ,  2

22
2

2 /
3

250
scm

R

v
a

   , 

   22

2

22
2

1

1
22 ,/

430
2  
 aaascm

t

n
RRRa  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 9.1.2                                          Figura TC 9.3.2 
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TC 9.3) Vezi figura TC 9.3.2. Fie I centrul instantaneu de rotaţie. Deoarece IAv 


1 , 

IBv 


2 , rezultă că ABI  . Distribuţia de viteze pe IA este liniară astfel încât 

'' BAI  . Rezultă că I este la intersecţia dreptelor AB şi A „B „. 

21

2

1

2
)(''

vv

v
rRIB

v

v

rRIB

IB
IAAIBB





 . 

 Viteza unghiulară 


  este perpendiculară pe planul figurii, are sens orar şi 

modulul 
rR

vv

IB

v






212
 . Viteza centrului O este perpendiculară pe IO, este orientată 

spre dreapta şi are modulul 
Rr

Rvrv
rIBIOv O 




21
)(  . 

TC 9.4) Mişcarea conului mobil este mişcarea unui rigid cu punct fix (punctul O). 

Vectorul viteză unghiulară 


  în această mişcare este dirijat în lungul generatoarei OO‟ 

(axa punctelor de viteză nulă la un moment dat) şi rezultă ca o compunere de doi vectori: 

1



 - caracterizează mişcarea de rostogolire a conului mobil peste cel fix şi 2



  - 

caracterizează mişcarea conului mobil în jurul axei proprii. Aplicând teorema sinusurilor 

în triunghiul format de vectorii viteză unghiulară ( OAB ) găsim că: 

00

2

0

1

105sin45sin30sin


 , 

de unde srad /32,2
30sin

105sin

0

0

1  . Viteza punctului M este dată de: 



 OMv M   şi 





















OMOMOMv M ,sin  . 

 În MOO ' se aplică teorema sinusurilor şi se obţine că 
00 105sin

'

60sin

MOOM
 , de 

unde smMOvM /14,4060sin' 0   (deoarece raza conului de unghi la vârf 2  

este cmlR 15sin2   şi deci O‟M = 20 cm). 

 Considerând un sistem de referinţă cartezian fix 111 zyxO  cu axa 1zO  în lungul 

vectorului 1



 , avem că: 

1
0

11
0

11
0 45cossin45sincos45sin



 kjtit  , 

de unde: 

11
0

111
0

1 cos45sinsin45sin





 jtit   
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şi, pentru t = 0, 1
0

1 45sin


 j  iar 20
1 /96,145sin srad  . În fine, 













OMOMa M  . 

 Observând că la t = 0 11 )45cos()45sin(


 jOMiOMOM   şi folosind 

expresiile lui 


  şi 


  la t = 0 se obţine  acceleraţia 2/2,64 scmaM  . Cu   s – a notat 

măsura unghiului dintre vectorii 


  şi 


OM . 

 

TC 9.5) Componentele vitezei unui punct oarecare M(x, y, z) al unui rigid în mişcare 

generală sunt: 

yzvv zyxOx   , zxvv xzyOy   , xyvv yxzOz   . 

 Se aplică acest rezultat pentru punctele A şi O, respectiv B şi O, şi se găseşte că 

2x , 1y , 2z , de unde: 



 kji 22  ,      3212 222 


  









 kji
v

v
A

9

16

9

8

9

16
2min 




. 

a) Axa instantanee a mişcării elicoidale este dată prin ecuaţiile: 

x

yzxO zyv



 
 = 

y

zxyO xzv



 
 = 

z

xyzO yxv



 
 

 În cazul particular al problemei noastre se obţine: 

9

11
2,

9

8
2  zyyx . 

 
 

 

 

10. Mişcarea relativă a punctului material 
 

 În capitolele 8 şi 9 s-a studiat mişcarea unui punct material sau a unui rigid în 

raport cu un reper fix (adică mişcarea absolută). 

 Vom considera în cele ce urmează mişcarea unui punct material (capitolul 10) în 

raport cu un reper mobil aflat, la rândul lui, în mişcare faţă de un reper fix. Se pune în 

acest caz problema determinării parametrilor cinematici (traiectorie, viteză, acceleraţie) 

ce caracterizează mişcarea punctului sau a rigidului în raport cu reperul fix, dacă se 

cunosc parametrii cinematici ce caracterizează mişcarea punctului sau a rigidului în 

raport cu reperul mobil şi parametrii cinematici ce caracterizează mişcarea reperului 

mobil în raport cu cel fix. 

 
10.1. Definiţii şi exemple 
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 Mişcarea punctului material în raport cu sistemul fix se numeşte mişcare 

absolută. Viteza (respectiv acceleraţia) punctului în această mişcare se numeşte viteză 

absolută (respectiv acceleraţie absolută) şi se notează cu av


 (respectiv aa


). 

  

Mişcarea punctului material în raport cu sistemul mobil se numeşte mişcare 

relativă. Viteza (respectiv acceleraţia) punctului în această mişcare se numeşte viteză 

relativă (respectiv acceleraţie relativă) şi se notează cu rv


 (respectiv ra


). 

  

Se numeşte mişcare de transport mişcarea în raport cu sistemul fix a punctului 

solidar cu reperul mobil şi care în momentul considerat coincide cu punctul a cărui 

mişcare se studiază. Viteza (respectiv acceleraţia) punctului în această mişcare se 

numeşte viteză de transport (respectiv acceleraţie de transport) şi se notează cu tv


 

(respectiv ta


). 

 

 Exemplu: Se consideră o bară OA aflata în mişcare de rotaţie în jurul capătului 

articulat O în planul fix 111 yxO (figura  T 10.1). În timp ce bara se roteşte, un punct 

material M (un cursor) alunecă în lungul barei de la O spre A. Mişcarea absolută este 

mişcarea punctului faţă de reperul fix 111 yxO . Punctul deplasându-se pe OA 

(considerată ca axă Ox a reperului mobil Oxy) iar bara rotindu-se în jurul lui OA 

traiectoria punctului va fi o curbă de tip spirală. Mişcarea relativă este mişcarea punctului 

faţă de reperul mobil Oxy, deci o mişcare rectilinie pe OA. Mişcarea de transport este 

mişcarea punctului M considerat imobil faţă de reperul mobil şi aflat în mişcare faţă de 

cel fix. Ea este o mişcare circulară pe cercul cu centrul în O şi de rază OM. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 10.1                                 Figura T 10.2 

 
10.2. Derivata absolută şi derivata relativă a unui vector 

 

 Fie vectorul  tv


 definit prin proiecţiile sale pe axele reperului mobil Oxyz: 

M

A

x

OO
1


y
1

y

1
x

 



1
O

1
x

1
y

1
z

O

x

y
z

M

O
r
1

r
 r


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                                                     


 kvjvivtv zyx                                          

(10.1) 

 Derivând relaţia (10.1) în raport cu timpul t obţinem: 

                           

















































kvjvivkvjvivv
td

vd
zyxzyx                 

(10.2) 

 Membrul stâng al relaţiei (10.2) reprezintă derivata totală sau absolută a 

vectorului 

v . Prima paranteză din membrul drept reprezintă derivata vectorului 


v  faţă 

de sistemul mobil ca şi cum acesta ar fi fix (adică versorii 

i , 


j  şi 


k nu-şi schimbă 

direcţia). Această derivată se numeşte derivata locală sau relativă a vectorului 

v  şi se 

notează cu 
t

v






, cu observaţia că această notaţie nu reprezintă o derivată parţială. Ţinând 

seama de formulele lui Poisson: 





 ii    ,   





 jj    ,   





 kk  

a doua paranteză capătă forma: 

                            

























 vkvjvivkvjviv zyxzyx                  

(10.3) 

 Relaţia (10.2) devine: 

                                                          








 v

t

v

td

vd
                                               

(10.4) 

 Această relaţie reprezintă formula de obţinere a derivatei absolute (faţă de reperul 

fix) a unui vector 

v dat prin proiecţiile sale pe axele reperului mobil. 

 
10.3. Compunerea vitezelor 

 

 Fie un punct material M aflat în mişcare faţă de reperul fix 1111 zyxO  şi reperul 

mobil Oxyz (figura T 10.2). Poziţia punctului faţă de reperul fix este dată prin vectorul de 

poziţie 1r


 iar faţă de reperul mobil prin vectorul 

r . Între cei doi vectori există relaţia: 

                                                           


 rrr O1                                                       

(10.5) 
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unde Or


 este vectorul de poziţie al originii triedrului mobil faţă de cel fix. 

 Derivând în raport cu timpul relaţia (10.5) obţinem: 

                                                            










 rrr O1                                                      

(10.6) 

 Dar: 

a1 vr





  - este viteza absolută (în raport cu reperul fix); 

OO vr





 - este viteza absolută a originii O a reperului mobil; 










 r

t

r
r  

rv
t

r 






- este viteza relativă (în raport cu reperul mobil ca şi cum acesta ar fi fix). 

 Observând că 


 rv O  reprezintă viteza unui punct solidar cu triedrul mobil 

şi care coincide la momentul de timp considerat cu punctul M, adică viteza de transport 

tv


, obţinem următoarea formulă de compunere a vitezelor în mişcarea relativă a 

punctului material: 

                                                            tra vvv


                                                     

(10.7) 

 
10.4. Compunerea acceleraţiilor 

 

 Considerăm relaţia (10.7) scrisă sub forma: 










 rv

t

r
v Oa  

pe care o derivăm în raport cu timpul t: 

                                            

































 rrv

t

r

dt

d
v Oa                                 

(10.8) 

 

 Dar: 

aa av





  - este acceleraţia absolută a punctului M; 
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OO av





 - este acceleraţia absolută a punctului O; 





 ;  









 rvr

t

r
r r ; 

r
2

2

2

2

v
t

r

t

r

t

r

t

r

dt

d 








































; 

r
2

2

a
t

r 






 - este acceleraţia relativă a punctului M. 

 

 Suma 















rra O  reprezintă acceleraţia unui punct solidar cu 

triedrul mobil şi care coincide la momentul de timp considerat cu punctul M, adică 

acceleraţia de transport ta


 a punctului M. Termenul C

not

r av2


  se numeşte 

acceleraţie Coriolis şi exprimă influenţa simultană a mişcării de rotaţie a triedrului mobil 

faţă de cel fix şi a mişcării relative a punctului asupra acceleraţiei absolute a punctului 

material. Ţinând cont de aceste observaţii obţinem următoarea formulă de compunere a 

acceleraţiilor în mişcarea relativă a punctului material: 

 

                                                        Ctra aaaa


                                               

(10.9) 

 
 

10.5. Probleme rezolvate 

 

R 10.1)  Cursorul M se deplasează pe bara cotită OAB ( 90






 

OABm  , OA = 12 cm) 

după legea AM = x (t) = tt 24  ( figura R 10.1.1). Bara se roteşte în planul ei , în jurul 

unei axe ce trece prin O , cu viteza unghiulară t3 . Să se determine viteza absolută şi 

acceleraţia absolută ale cursorului M în funcţie de timp. Să se particularizeze rezultatele 

găsite pentru 11t  s. 

 

 

 

 

 

 

 

 



xA

M B

O

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Figura R 10.1.1                                             

 

Rezolvare: Considerăm sistemul de referinţă fix 1111 zyxO  şi sistemul de referinţă 

mobil Axyz , în raport cu care vom studia mişcarea cursorului M .  

      Mişcarea relativă a punctului M este o mişcare rectilinie, pe AB, în conformitate cu 

legea ttx  24 . Mişcarea de transport se obţine solidarizând punctul cu bara (adică 

făcând să înceteze mişcarea relativă) . Punctul M va executa în acest caz o mişcare 

circulară, pe cercul cu centrul în O şi de rază 
22 xlAM  , cu viteza unghiulară 

t3 . 

Studiul vitezelor ( figura R 10.1.2) 
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Studiul acceleraţiilor ( figura R 10.1.3) 
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R 10.2) Un mobil M se deplasează pe semicercul de rază R conform legii 2
2
0

1
4

t


  , 

unde 0  este o constantă pozitivă. În acelaşi timp semicercul se roteşte faţă de diametrul 

său AB după legea t02    ( figura R 10.2.1 ). Să se determine : 

 a ) Timpul 1t după care mobilul ajunge în poziţia 
4

2

1


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 b ) Pentru poziţia corespunzătoare timpului 1t , să se determine viteza şi 

acceleraţia absolută ale mobilului M . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 10.2.1 
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Studiul vitezelor ( figura R 10.2.2) 
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Studiul acceleraţiilor ( figura R 10.2.3) 
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222; zayaxaaCza aaaaaa   

 

R 10.3) Un disc circular de rază R = 2r, cu centrul în O, se rostogoleşte fără să alunece pe 

dreapta ( D ) . Într-un canal circular de rază r, cu centrul în O, se deplasează un mobil M 

cu viteza constantă în modul 


uv 1 constant ( figura R 10.3.1 ). Se cere să se 

determine viteza şi acceleraţia absolută ale mobilului atunci când el se află în poziţia 0M  

( pe diametrul paralel cu dreapta ( D )) ştiind că centrul O al discului se deplasează cu 

viteza constantă uv O 2


 (orientată spre dreapta). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 10.3.1 

 

 Rezolvare: Mişcarea relativă este o mişcare circulară, pe cercul cu centrul în O şi 

de rază r , cu viteza 1



v . Mişcarea de transport este mişcarea unui punct ( M 0 ) al unui 

corp aflat în mişcare plan – paralelă. 

 

Studiul vitezelor ( figura R 10.3.2) 
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               Figura R 10.3.2                       Figura R 10.3.3                        Figura R 10.3.4 

 

                                   Studiul acceleraţiilor ( figura R 10.3.3) 
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R 10.4) Scara AB, de lungime l, se deplasează astfel încât capătul A se mişcă cu viteza 

uv A 


 pe un perete orizontal iar capătul B pe un perete vertical (figura P 10.4.1). Pe 

bară se deplasează, pornind din B spre A, un punct material M în conformitate cu legea 

  tvts   (u, v sunt constante pozitive ). Se cer : 
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 b ) Viteza absolută şi acceleraţia absolută ale punctului M în poziţia 

2
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Figura R 10.4.1 

 

 Rezolvare: a )  Poziţia barei la un moment dat este fixată prin unghiul  t  ( vezi 

figura R 10.4.2) . CIR – ul barei AB se află la intersecţia perpendicularei în A pe Ox 

( Av


 ) cu perpendiculara în B pe Oy ( Bv
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 ) , adică este al patrulea vârf al 

dreptunghiului BOAI . 
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b ) Mişcarea relativă este o mişcare rectilinie , pe BA , după legea s (t) = v t . Mişcarea de 

transport este mişcarea punctului M al unui corp ( bara AB ) aflat în mişcare plan-paralelă 

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                              Figura R 10.4.2                                          Figura R 10.4.3   

                     
Studiul vitezelor ( figura R 10.4.3) 
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       Figura R 10.4.4                                     Figura R 10.4.5 
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Studiul acceleraţiilor ( figura R 10.4.4) 
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10.6. Probleme propuse 

 

10.6.1. Teste clasice 

 

TC 10.1) Se consideră mecanismul din figura TC 10.1.1, format din barele AO1  şi BO 2  

de lungime R şi semidiscul cu centrul în C de rază AC = CB = R. Bara AO1  se roteşte în 

jurul punctului 1O  cu viteza unghiulară constantă  . Pe semidisc se deplasează un punct 

material M astfel încât  
2

2t
tBCMm


 







 

, unde   şi   sunt constante.  
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Figura TC 10.1.1                               Figura TC 10.2.1 

Să se determine viteza şi acceleraţia absolută a punctului M la un moment arbitrar de 

timp t. 

 

TC 10.2) Un cărucior se deplasează pe un drum rectiliniu cu viteza constantă uv 


1  . 

Pe cărucior este montat un tub OA având forma unei parabole de ecuaţie 2

2

1
xy   

(figura TC 10.2.1). În interiorul tubului se mişcă cu viteza constantă uv 22 


 un punct 

material M. Să se determine viteza absolută şi acceleraţia absolută a punctului M la 

momentul de timp la care acesta trece prin punctul de abscisă x = 3. 

 

10.6.2. Teste grilă 

 

TG 10.1) Un disc de rază R se roteşte cu viteza unghiulară constantă   în jurul unei axe 

care trece prin centrul său şi este perpendiculară pe planul discului (figura TG 10.1). Pe 

un diametru al discului se mişcă, plecând din centrul său, un punct M după legea 

tRs sin . Traiectoria absolută a punctului M este: 

a) Elipsa de centru O şi semiaxe R şi R / 2 dirijate în lungul diametrului OM şi 

perpendicular pe el; b) O parabolă de centru O şi axă de simetrie diametrul OM; c) Cercul 

de centru (O, R/2) şi rază R / 2; d) Cercul de centru O şi rază R / 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TG 10.1                                       Figura TG 10.2 
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TG 10.2) Un punct M porneşte din vârful O al unui con cu unghiul la vârf  2 şi se 

mişcă pe o generatoare a conului cu viteza 


u constantă.. În acelaşi timp, conul se roteşte 

în jurul axei sale de simetrie cu viteza unghiulară constantă 


  (figura TG 10.2). Care 

este viteza absolută a punctului M după t secunde de la începutul mişcării? 

a)  sin1 tuv a  ; b)  sin1 22 tuv a   ; c)  sintuv a   ; 

d)  sin1 22 tuv a  . 

 
10.7. Indicaţii şi răspunsuri 

 

TC 10.1) Mişcarea relativă este o mişcare circulară pe semidiscul de diametru AB , 

conform legii   2

2

1
tt   . Deoarece 21 ABOO  este un paralelogram rezultă că AB 

rămâne paralelă cu ea însăşi în timpul mişcării , semidiscul având astfel o mişcare de 

translaţie . Mişcarea de transport este mişcarea punctului M considerat ca punct fixat al 

semidiscului. Poziţia barei O 1 A este dată prin unghiul t  . 

 

Studiul vitezelor ( figura TC 10.1.2 ) 
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                 Figura TC 10.1.2                     Figura TC 10.1.3                  Figura TC 10.1.4 

 

 

Studiul acceleraţiilor ( figura TC 10.1.3 ) 
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Ctra aaaa
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TC 10.2) Mişcarea relativă este mişcarea punctului M faţă de tub , cu viteza constantă în 

modul uv 22 . Mişcarea de transport este mişcarea punctului M considerat ca punct al 

căruciorului aflat în mişcare de translaţie cu viteza constantă uv 1 . 

 

Studiul vitezelor ( figura TC 10.2.2 ) 
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                            Figura TC 10.2.2                                         Figura TC 10.2.3 

Studiul acceleraţiilor ( figura TC 10.2.3 ) 

Raza de curbură a traiectoriei este dată de relaţia  
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 ( deoarece 1



v = constant ) 



 0Ca  ( mişcarea de transport este o translaţie ) 

2

3

2
; uaaaaaa raCtra 



. 

 

TG 10.1) Faţă de reperul cartezian 11yxO  cu axele 1xO  şi 1yO  orizontală, respectiv 

verticală, coordonatele absolute ale punctului M sunt: 

t
R

ttRtsx  2sin
2

cossincos1   

 t
R

tRtsy  2cos1
2

sinsin 2
1   . 

Eliminând variabila timp ( 12cos2sin 22  tt  ) se găseşte relaţia 

1
2

2

1
2
1 










R
yx , care reprezintă ecuaţia cercului cu centrul în (O, R/2) şi rază R / 2. 

Răspuns corect : c). 

 

TG 10.2) Mişcarea relativă este mişcarea punctului M pe generatoare cu viteza 


u iar 

mişcarea de transport este mişcarea circulară pe cercul cu centru M „ şi rază MM „ (unde 

M„ este proiecţia punctului M pe axa de simetrie a conului), cu viteza unghiulară 


 . 
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Deci, uv r  şi   sinsin' tuOMMMv t . Cum tr vv


 şi 

tra vvv


 , găsim că  22222 sin1 tuvvv tra  . Răspuns corect : b). 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

11. Mişcarea relativă a solidului rigid 
 

11.1. Generalităţi 

 

 Fie un rigid ( C ) aflat în mişcare faţă de reperul fix 000 zyxO  şi faţă de reperul 

mobil 1111 zyxO . Notăm prin 2222 zyxO  un triedru mobil solidar cu rigidul (figura 

T11.1). Ne propunem să determinăm parametrii cinematici ce caracterizează mişcarea 

rigidului în raport cu reperul fix dacă se cunoaşte mişcarea rigidului în raport cu triedrul 

mobil 1111 zyxO  şi mişcarea acestui triedru mobil în raport cu cel fix. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 11.1 

 

 Mişcarea triedrului 2222 zyxO  faţă de 1111 zyxO  este definită de vectorii: 

     21



v  - viteza originii 2O  faţă de 1111 zyxO ; 

     21



  - viteza unghiulară în mişcarea relativă a rigidului faţă de 1111 zyxO ; 

     21



a  - acceleraţia originii 2O  faţă de 1111 zyxO ; 



O

0
z

0
x

1
x

1
z

M
)C(

2
y

1
y2

x

2
z

2
O

1
O

0
y

 



 196 

     21



  - acceleraţia unghiulară în mişcarea relativă a rigidului faţă de 1111 zyxO . 

 

 Mişcarea triedrului 1111 zyxO  faţă de triedrul fix 000 zyxO  este definită de 

vectorii: 

     10



v  - viteza originii 1O  faţă de triedrul fix; 

     10



  - viteza unghiulară în mişcarea triedrului 1111 zyxO  faţă de cel fix; 

     10



a  - acceleraţia originii 1O  faţă de triedrul fix; 

     10



  - acceleraţia unghiulară în mişcarea triedrului 1111 zyxO  faţă de cel fix. 

 

 Pentru a obţine distribuţia de viteze şi acceleraţii în mişcarea relativă a rigidului 

trebuie să se determine viteza absolută şi acceleraţia absolută a unui punct arbitrar M al 

rigidului precum şi vectorii viteză unghiulară absolută şi acceleraţie unghiulară absolută 

în mişcarea rigidului faţă de triedrul fix. 

 
11.2. Compunerea vitezelor 

 

 Fie un punct arbitrar M al rigidului (figura T 11.1). Mişcarea sa faţă de triedrul 

1111 zyxO  este o mişcare relativă astfel încât: 

                                                     


 MOvv r 22121                                             

(11.1) 

 Viteza de transport va fi viteza faţă de triedrul fix a unui punct solidar cu triedrul 

1111 zyxO  şi care va coincide la momentul de timp considerat cu punctul M, adică: 

                                                      


 MOvv t 11010                                             

(11.2) 

 Viteza absolută a punctului M va fi: 

                              


 MOMOvvvvv tr
M
a 2211102110                   

(11.3) 

Generalizând pentru mai multe mişcări de transport obţinem: 

                                              
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(11.4) 

 Pentru a determina viteza unghiulară absolută 0n



  în mişcarea triedrului 

nnnn zyxO , solidar cu rigidul, faţă de triedrul fix vom considera un alt punct al rigidului 

(punctul N) şi vom rescrie relaţia (11.4) pentru acest punct: 

                                                 
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(11.5) 
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 Alegând punctul M drept origine a triedrului solidar cu rigidul, relaţia lui Euler 

pentru viteze se scrie: 

                                                          


 MNvv n
M
a

N
a 0                                         

(11.6) 

 Cum 


 MNMONO ii , din (11.4)-(11.6) găsim (după câteva calcule 

elementare) următoarea expresie a vitezei unghiulare absolute: 

                                                                  







n

i
iin

1
1,0                                             

(11.7) 

 Viteza unghiulară absolută în mişcarea rigidului faţă de triedrul fix este suma vectorială 

a vitezelor unghiulare relative ale mişcărilor componente. 

 
 

 

11.3. Compunerea acceleraţiilor 

 

 Vom raporta, pentru început, mişcarea rigidului faţă de triedrele mobile 

2222 zyxO , 1111 zyxO  şi faţă de triedrul fix 000 zyxO .  

 Mişcarea relativă a punctului M este mişcarea sa faţă de  1111 zyxO , astfel încât: 

                                 
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MOMOaa r 2212122121                             

(11.8) 

 Acceleraţia de transport este acceleraţia faţă de triedrul fix a unui punct solidar cu 

triedrul 1111 zyxO  şi care va coincide la momentul de timp considerat cu punctul M, 

adică: 
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(11.9) 

 Acceleraţia Coriolis se calculează cu viteza relativă rv


 (dată de (11.1)) şi cu 

viteza unghiulară de transport 10



 : 
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(11.10) 

 Acceleraţia absolută a punctului M va fi: 
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 Se poate demonstra (vezi[2]) că, în cazul existenţei mai multor mişcări de 

transport, acceleraţia absolută a punctului arbitrar M este dată de relaţia: 
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(11.12) 

şi că acceleraţia unghiulară absolută 0n



  în mişcarea rigidului faţă de triedrul fix este: 
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(11.13) 

unde 














n

i

i

j
iijjC

1

1

1
1,1,  este un termen de corecţie numit acceleraţie unghiulară 

complementară. 

 Relaţiile (11.12) şi (11.13) determină complet distribuţia de acceleraţii în 

mişcarea relativă a rigidului. Acceleraţia absolută a altui punct (punctul N) se obţine cu 

ajutorul formulei lui Euler pentru rigidul în mişcare generală alegând punctul M drept 

origine: 
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N
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(11.14) 

 
11.4. Cazuri particulare. Compuneri de mişcări instantanee. 

 

 În practică se întâlnesc adesea cazuri particulare de mişcări instantanee relative 

ale rigidului solidar legat de triedrul nnnn zyxO  în raport cu alte rigide cărora li s-au 

ataşat triedrele 1,1,  nizyxO iiii . Vom discuta în cele ce urmează câteva din aceste 

cazuri. 

 

11.4.1. Compuneri de translaţii 

 

 Deoarece toate triedrele mobile execută mişcări de translaţie, avem următoarele 

particularizări: 
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(11.15) 

 Din relaţiile (11.5), (11.7), (11.12) şi (11.13) rezultă că: 
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ceea ce înseamnă că distribuţia de viteze şi acceleraţii corespunde unei mişcări de 

translaţie. 

 

11.4.2. Compuneri de rotaţii paralele 

 

 Originile triedrelor mobile se aleg pe axele corespunzătoare de rotaţie, astfel 

încât: 

                                                             niv ii ,1,01, 






                                            

(11.17) 

 Notând cu 


u  versorul direcţiei comune a axelor de rotaţie, avem: 

                                      






 uiiii 1,1,    , niuiiii ,1,1,1, 






                           

(11.18) 

 Din (11.7) se obţine: 

                                      






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
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
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i
ii

n

i
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1
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1
1,0                           

(11.19) 

unde 



n

i
iin

1
1,0  , iar din (11.13) rezultă: 

                                        



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
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i
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i
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(11.20) 

deoarece 


 0C  (produsele vectoriale sunt nule). S-a folosit notaţia 



n

i
iin

1
1,0  . 

 Viteza punctului arbitrar M are expresia particulară: 

                                      















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n

i
iii

n

i
iii

M
a MOuMOuv

1
1,

1
1,                       

(11.21) 

ceea ce arată că 


 uv M
a  (sau 0n

M
av



 ). Sunt posibile două situaţii: 

i) 


 0on : Distribuţia de viteze este cea corespunzătoare unei mişcări de rotaţie 

cu viteza unghiulară 0n



  în jurul unei axe ce conţine centrul vectorilor paraleli 

niii ,1,1, 



 , numită axă instantanee de rotaţie. Într-adevăr, viteza absolută a punctului 

M (dată de (11.21)) poate fi scrisă sub forma: 
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                               Cnn
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(11.22) 

unde Cr


 este vectorul de poziţie al centrului vectorilor paraleli niii ,1,1, 



 , definit în 

mod identic cu centrul forţelor paralele. 

 Deoarece 0n



  // 0n



  (vezi (11.20)), distribuţia de acceleraţii este identică cu 

cea din mişcarea de rotaţie în jurul axei instantanee de rotaţie. 

 ii) 


 0on : Vitezele absolute ale punctelor M şi N (relaţiile (11.4) şi (11.5)) 

devin: 


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i
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M
a MOv

1
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n

i
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N
a NOv

1
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 Scăzând membru cu membru cele două relaţii se obţine: 
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M
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(11.23) 

 Relaţia (11.23) arată că la un moment dat distribuţia de viteze este aceiaşi cu cea 

dintr-o mişcare de translaţie, toate punctele având aceiaşi viteză. 

 

11.4.3. Compuneri de rotaţii concurente 

 

 Originile triedrelor mobile se aleg pe axele de rotaţie (deci este verificată relaţia 

(11.17)) şi coincid: 


 rMOMOMOOOOO
not

nn ...... 2121  

 Din relaţia (11.4) se deduce: 
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(11.24) 

 Rezultă că în cazul rotaţiilor concurente distribuţia de viteze se obţine ca într-o 

mişcare de rotaţie cu viteza unghiulară 0n



  în jurul unei axe ce trece prin O, numită 

axă instantanee de rotaţie. 

 De asemenea, distribuţia de acceleraţii este cea din mişcarea unui rigid cu punct 

fix, deoarece vectorii 0n



  şi 0n



  nu mai sunt paraleli. Chiar dacă 






 01,ii  (rotaţii 

uniforme), acceleraţia unghiulară absolută este nenulă: 

0n



  = 














n

i

i

j
iijjC
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1
1,1,   
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şi are suport diferit de cel al vitezei unghiulare absolute 0n



 . 

 

 
11.5. Probleme rezolvate 

 

R 11.1) O pană triunghiulară ABC, având unghiurile la bază egale cu  , este aşezată 

între două corpuri ce au mişcări de translaţie pe un plan orizontal cu vitezele 01


v  şi 

02


v  (figura R 11.1.1). Să se studieze mişcarea absolută a penei. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 11.1.1                                                 Figura 11.1.2 

 

Rezolvare : Se notează sistemul fix (planul orizontal) cu (0) şi corpurile în 

mişcare cu ( 1), (2) şi (3). Pana se găseşte în mişcare faţă de corpurile (1) şi (2) care, la 

rândul lor, se mişcă faţă de planul orizontal (0). Mişcările componente fiind translaţii 

rezultă că mişcarea penei va fi tot o translaţie cu viteza absolută 03


v  dată de relaţia: 

                                                 3220311003














vvvvv                                        

(1) 

 În relaţia (1) vitezele 01


v  şi 02


v  sunt cunoscute iar vitezele relative 31


v  şi 

32


v , în mişcarea penei faţă de corpurile (1) şi (2), sunt paralele cu AC, respectiv AB. 

Reprezentarea geometrică a relaţiei vectoriale (1) este dată în figura R 11.1.2. 

 Din triunghiul isoscel abc (asemenea cu triunghiul ABC) se obţine viteza relativă 

dintre pană şi corpurile (1), respectiv (2) : 

                                                           
cos2

1020
3231

vv
vv


                                               

(2) 

 Utilizând teorema cosinusului în triunghiul abc găsim modulul vitezei absolute a 

penei : 

                                         


2cos201022
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2
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1
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 Unghiul pe care aceasta îl face cu planul orizontal se obţine cu teorema 

sinusurilor aplicată în acelaşi triunghi : 

                                                


 tg
v

vv

v

v

302

1020

30

sin32sin


                                        

(4) 

Cazuri particulare : 

     1) 01


v = 02


v  

 Din relaţiile (3) şi (4) se obţine : 

                                                 0130





vv = 02


v    ,   0                                              

(5) 

ceea ce înseamnă că pana şi corpurile (1) şi (2) formează un bloc care se deplasează pe 

planul orizontal. 

     2) 01


v = - 02


v  

 Particularizând relaţiile (3) şi (4) găsim că: 

                                                     
2

,201030


  vvv                                              

(6) 

adică pana se va deplasa pe direcţia verticală cu aceiaşi viteză cu care corpurile (1) şi (2) 

se apropie unul de celălalt. 

 

R 11.2) Să se studieze mişcarea unei bile de rulment într-un lagăr în care se reazemă un 

pivot tronconic ştiind că nu au loc alunecări între rulment şi lagăr şi nici între rulment şi 

arbore (figura R 11.2.1). Se cunoaşte viteza unghiulară 01


  a arborelui şi unghiurile   

şi  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 11.2.1                                          Figura R 11.2.2 

 Rezolvare : Notăm cu (0) elementul fix (lagărul), cu (1) arborele şi cu (2) 

rulmentul. Deoarece nu există alunecare între rulment şi arbore rezultă că axa instantanee 

a mişcării relative rulment-arbore este dreapta BO1  (figura R 11.2.1). Fie 21


  viteza 

1
O




D B

C
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
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unghiulară în această mişcare. Suportul vitezei unghiulare 10


  al arborelui conţine şi el 

punctul 1O , astfel încât avem de-a face cu o compunere de două rotaţii concurente. 

 Neexistând alunecare între bilă şi elementul fix obţinem de asemenea că viteza 

unghiulară rezultantă 20


 , în mişcarea bilei faţă de lagăr, are direcţia DO1  astfel încât 

se poate scrie : 

                                                         211020








                                                       

(1) 

 Reprezentarea geometrică a relaţiei vectoriale (1) s-a realizat în figura R 11.2.2. 

Aplicând teorema sinusurilor în triunghiul bao1  se obţine: 
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de unde: 
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(3) 

 

R 11.3) Să se studieze mişcarea unei bile de rulment într-un lagăr cilindric considerând că 

bila se rostogoleşte fără să alunece pe fusul arborelui şi pe peretele lagărului (figura R 

11.3.1. Se cunoaşte viteza unghiulară 01


  a arborelui, raza fusului R şi raza r a bilei 

rulmentului. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 11.3.1.                                              Figura R 11.3.2. 

 

Rezolvare : Să notăm cu (0) elementul fix (lagărul), cu (1) fusul arborelui şi cu 

(2) bila rulmentului. Axa instantanee a mişcării relative bilă-arbore trece prin A şi este 

orizontală deoarece între bilă şi arbore nu există alunecare. Fie 21


  viteza unghiulară în 

această mişcare relativă. Deoarece şi viteza unghiulară 01


  a arborelui faţă de elementul  

fix este orizontală avem de-a face cu o compunere de rotaţii paralele. 
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 În plus, deoarece nici între bilă şi elementul fix nu există alunecare axa 

instantanee a mişcării absolute a bilei trece prin B. Notând cu 02


  viteza unghiulară a 

mişcării absolute a bilei, putem scrie : 

                                                          211020








                                                      

(1) 

 Reprezentarea geometrică a relaţiei (1) s-a făcut în figura R 11.3.2. Viteza 

unghiulară rezultantă 02


  este în afara vectorilor componenţi ceea ce înseamnă că 

rotaţiile componente (paralele) sunt de sensuri contrare. Rezultanta se găseşte mai 

aproape de componenta mai mare în modul. 

 Necunoscutele 21  şi 20  se determină scriind relaţiile de la compunerea 

vectorilor paraleli şi de sens contrar (care nu formează un cuplu) : 

                                    
RrRr
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2

21

2
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,102120


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
                                     

(2) 

 Se găseşte astfel că : 

                                         
r

R

r

rR

2
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2

2
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
                                          

(3) 

 

R 11.4) Discul (2), de rază RR 2 , se rostogoleşte fără să alunece peste discul (1), de 

rază RR 21 , fiind condus de manivela 1OO  (figura R 11.4.1). Se cunosc vitezele 

unghiulare absolute ale discului (1), 010   , şi manivelei (3), 0
3

2
30   , unde 0  

este o constantă pozitivă. Să se determine viteza unghiulară absolută 20


  a discului (2) 

şi acceleraţiile punctelor M şi N de pe disc. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 11.4.1.                                      Figura R 11.4.2. 
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Rezolvare : Mişcările celor trei corpuri fiind rotaţii în plan (corpurile 1 şi 3) sau 

mişcări plan-paralele (corpul 2) vitezele unghiulare sunt perpendiculare pe plan astfel 

încât mişcarea corpului (2) rezultă ca o compunere de rotaţii paralele : 

                                            2330211020














                                             

(1) 

 Considerând sensul orar pentru viteza unghiulara 10


  putem scrie : 

                                               3023102120                                                  

(2) 

 Pe de altă parte, în cazul rotaţiilor paralele rezultă pentru corpul (2) o rotaţie 

instantanee în jurul centrului vectorilor paraleli 

 . Notând cu C acest punct, din figura R 

11.4.1. se obţine: 

                                              1232120 OOOAOC                                                

(3) 

deoarece A este punctul de viteză nulă dintre corpurile (2) şi (1) iar 1O  este punctul de 

viteză nulă dintre corpurile (2) şi (3). Rezolvând sistemul format din ecuaţiile (2) şi (3) se 

obţin următoarele valori pentru necunoscutele 20,23,21   şi OC : 
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5
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23,0521                             

(4) 

 Acceleraţiile punctelor M şi N se obţin din relaţiile : 
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(5) 

 Dar : 
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(6) 

deoarece vectorii 10


  şi 21


  sunt constanţi şi paraleli iar : 
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(7) 

astfel încât obţinem următoarele relaţii pentru determinarea acceleraţiilor punctelor M şi 

N : 
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 Vectorul 
1Oa


are direcţia 1OO , sensul de la 1O  spre O şi modulul : 

                                                   2
03

42
2011

 ROOOa                                                  

(9) 

 Direcţiile şi sensurile acceleraţiilor punctelor M şi N, determinate în conformitate 

cu relaţia (8), sunt prezentate în figura R 11.4.2. iar modulele lor sunt : 

 

          2
03

23202
1

4
20

2,2
03

52
1

2
20

1
1

 RNO
O

aNaRMOOaMa         

(10) 

 
11.6. Probleme propuse 

 

TC 11.1) Să se determine viteza tijei (2) a mecanismului din figura TC 11.1 dacă se 

cunoaşte viteza 1


v  a tachetului de translaţie (1) şi unghiul de înclinare   al acestuia. 

 

TC 11.2) Se dă mecanismul planetar din figura TC 11.2 format din roţile dinţate (1), (2) 

şi manivela (3). Roata (2) se rostogoleşte fără să alunece peste roata (1) şi în acelaşi timp 

în interiorul unei suprafeţe cilindrice dinţate, coaxială cu roata (1). Se cunosc razele R şi r 

ale roţilor (1) şi (2) şi viteza unghiulară t 00   a manivelei (3), unde 0  este o 

constantă pozitivă. Să se determine : 

a) Vitezele şi acceleraţiile unghiulare absolute ale roţilor (1) şi (2) ; 

b) Viteza şi acceleraţia absolută a punctului M. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 11.1                                    Figura TC 11.2 

 

TC 11.3) Un disc de rază r se roteşte cu viteza unghiulară constantă 2


  faţă de braţul 

CD care, de asemenea, se roteşte cu viteza unghiulară constantă 1


  în jurul axei AC 

(figura TC 11.3). Să se determine viteza unghiulară 

  şi acceleraţia unghiulară 


  în 

mişcarea discului D precum şi viteza Bv


 şi acceleraţia Ba


 a punctului B situat pe 

periferia discului. 

21
V


2
V




1
V


1

2

 




OR

A

M
1

2

r

3



030



 

y

x

z

h

r
2

 B

D

C

A
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1

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Figura TC 11.3                                        Figura TC 11.4 

TC 11.4) Un disc de rază r fixat într-o furcă (figura TC 11.4) se roteşte cu viteza 

unghiulară constantă 2


  în jurul axei sale în timp ce furca se roteşte în jurul axei proprii 

cu viteza unghiulară 1


 . Să se determine acceleraţia unghiulară absolută 


  a discului 

precum şi acceleraţia punctului P de pe periferia discului atunci când 00 , respectiv 

090 . 

 

11.7. Indicaţii şi răspunsuri 

 

TC 11.1)  cos123,sin12 vvvv   ; 

TC 11.2) a) 
   

020,0
2

10,020,0
2

10 
r

Rr

r

Rr

r

Rr

r

Rr 









 ; 

b)     





 





 


 2

02122242
00,02 trrRrt

r

rR
MatrRMv  ; 

TC 11.3) 











ikj 21,21  ; 

   






 








irrRBakrRjrBv 2

2
2
1

,12  ; 

TC 11.4) 





j21  ; 








krirPa 2122

2
 , când 00 ; 








 


jrPa 2

2
2
1

 , când 090 . 

 

 

 

 

 

 

 

x

r

P



2


z

y

1

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DINAMICA 

 

 Dinamica se ocupă cu studiul mişcării sistemelor de puncte materiale sau de 

solide rigide cu luarea în considerare a maselor elementelor componente ale sistemului 

analizat precum şi a forţelor care acţionează asupra lor. Problemele generale ale 

dinamicii sunt în număr de două şi anume: 

    i) Cunoscând forţele ce acţionează asupra sistemului material şi condiţiile iniţiale 

(configuraţia sistemului şi distribuţia de viteze la momentul iniţial) se cere să se 

determine mişcarea sistemului; 

ii) Cunoscând mişcarea sistemului, să se se determine forţele ce acţionează asupra lui. 

 Vom începe studiul dinamicii prin analiza mişcării (absolute şi relative) a 

punctului material (liber şi cu legaturi). 

 

12. Dinamica mişcării absolute a punctului material 
 

12.1. Dinamica punctului material liber 
 

 Problemele generale ale dinamicii punctului material liber pot fi analizate folosind 

principiul al doilea al mecanicii, scris sub forma: 

                                                             


 Fam                                                             

(12.1) 

unde m este masa punctului material (constantă în timpul mişcării), 


a  acceleraţia sa iar 


F  rezultanta forţelor ce acţionează asupra punctului. În general, forţa 


F  este o funcţie de 

vectorul de poziţie 


r , viteza 




 rv  şi timpul t, adică: 
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


















trrFF ,,                                                      

(12.2) 

 Observând că 




 ra , ecuaţia fundamentală (12.1) se scrie ca: 

                                                        






















trrFrm ,,                                                    

(12.3) 

i) Problema directă : se cunosc forţele ce acţionează asupra punctului material 

şi se cere mişcarea sa. 

 

Pentru studiul mişcării se integrează ecuaţia vectorială (12.3). În rezolvarea 

problemelor concrete de mecanică, ecuaţia (12.3) se proiectează pe axele unui sistem 

de coordonate convenabil ales. Avem astfel: 

Sistemul de coordonate carteziene: 

   











tzyxzyxFxm x ,,,,,, , 











tzyxzyxFym y ,,,,,, , 











tzyxzyxFzm z ,,,,,,  

(12.4) 

 Sistemul de coordonate Frenet: 

                 
































tssFtssF
s

mtssFsm ,,0,,,,,,

2

 
                  

(12.5) 

 Sistemul de coordonate polare: 

            



















trrFrrm r ,,,,2     , 



















trrFrrm n ,,,,2               

(12.6) 

 

 Ecuaţia fundamentală (12.3) poate fi proiectată şi pe axele altor sisteme de 

referinţă (sferice, cilindrice, generalizate etc.). Diferitele forme ale ecuaţiei diferenţiale 

astfel obţinute reprezintă un sistem de trei ecuaţii diferenţiale de ordinul al doilea având 

ca necunoscute trei funcţii scalare de timpul t (în cazul coordonatelor carteziene acestea 

sunt x(t), y(t) şi z(t)). Considerând că sistemul poate fi integrat soluţiile obţinute vor 

depinde de timpul t şi de şase constante de integrare. 

 Vom folosi în cele de urmează cel mai utilizat sistem de coordonate şi anume cel 

de coordonate carteziene. Soluţia sistemului (12.4), numită soluţie generală, este de 

forma: 
 

654321 ,,,,,, CCCCCCtxx   , 

                                               
654321 ,,,,,, CCCCCCtyy   ,                                   

(12.7) 
 

654321 ,,,,,, CCCCCCtzz  . 
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 În aplicaţii prezintă interes acea soluţie, numită soluţie particulară, care satisface 

condiţiile iniţiale ale mişcării, referitoare la poziţia şi viteza punctului la momentul iniţial: 

                             zyx vzvyvxzzyyxxt 000000 ,,,,,:0 


                   

(12.8) 

 

 Impunând condiţiile (12.8), din (12.7) rezultă: 

  
6543210 ,,,,,,0 CCCCCCxx   

 6,5,4,3,2,1,0 CCCCCCtyy   

 6,5,4,3,2,1,0 CCCCCCtzz   

                                                
6543210 ,,,,,, CCCCCCtxv x



                                  

(12.9) 

     
6543210 ,,,,,, CCCCCCtyv y



  

      
6543210 ,,,,,, CCCCCCtzv y



  

 

 Cele şase ecuaţii (12.9) constituie un sistem de ecuaţii algebrice în necunoscutele 

6,1, iC i . Rezolvând acest sistem obţinem valorile constantelor de integrare în funcţie 

de datele iniţiale ale mişcării: 

                                         
zoyxii vvvzyxCC ,,,,, 00000  , 6,1i                            

(12.10) 

 Înlocuind (12.10) în (12.7) obţinem soluţia particulară: 

 
zyx vvvzyxtxx 000000 ,,,,,,   , 

                                               
zyx vvvzyxtyy 000000 ,,,,,,   ,                                

(12.11) 

 
zyx vvvzyxtzz 000000 ,,,,,, . 

 

 Setul de relaţii (12.11) corespunde ecuaţiilor parametrice ale mişcării (vezi 

capitolul “Cinematica mişcării punctului material”).  

 

ii) Problema inversă: Se cunoaşte mişcarea punctului şi se cer forţele care-l 

acţionează. 

 

Cunoscând vectorul  trr


  se obţin funcţiile vectoriale  trv





  şi  tra





 . 

Ecuaţia (12.3) permite determinarea rezultantei 


 amF  în mod unic, însă această 

expresie nu ne dă nici o indicaţie asupra naturii fizice a rezultantei (există o infinitate 

de sisteme de forţe care au aceiaşi rezultantă). 

 

12.2. Dinamica mişcării absolute a punctului material cu legături 
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 În studiul mişcării unui punct material legat se procedează ca în statică, mai 

precis se aplică axioma legăturilor înlocuind fiecare legătură cu reacţiunea 

corespunzătoare ei şi se tratează problema ca şi când punctul material ar fi liber. 

Notând cu '


R  rezultanta forţelor de legătură şi cu 


F  rezultanra forţelor direct 

aplicate, ecuaţia de mişcare a punctului material supus la legături este: 

 

                                                          '


 RFam                                                  

(12.12) 

 

 Prin proiectarea acestei ecuaţii pe axele unui sistem de referinţă convenabil ales 

se obţine un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordin doi la care necunoscutele se referă 

la mişcare şi la forţele de legătură. Pentru determinarea mişcării se determină variaţia 

în timp a unui parametru de poziţie (pentru punct pe curbă) sau a doi parametri de 

poziţie (pentru punct pe suprafaţă). Determinarea reacţiunilor se face în general prin 

proiectarea ecuaţiei (12.12) pe direcţia normală sau tangentă la curba sau la suprafaţa 

de reazem. 

 

 

12. 3. Probleme rezolvate 
 

R 12.1) Să se determine viteza iniţială 0v  şi unghiul sub care trebuie lansat un proiectil 

din punctul O pentru a lovi normal la înălţimea AB = h un perete vertical AB situat la 

distanţa OA= 2h. Se neglijează rezistenţa aerului (figura R 12.1.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 12.1.1                                Figura R 12.1.2 

 

 Rezolvare: Fie x şi y coordonatele punctului M la momentul de timp t (figura R 

12.1.2). Avem: 

































43

2

21

2
)(

)(
0

CtC
tg

ty

CtCtx

gmym

xm
Gam . 

Utilizând condiţiile iniţiale: 



0
V


O

h2

h

B

A

 




O

M

gm


0
V


)h,h2( BB
V


A

x

y
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










 

 sin,cos

0,0

:0

00 vyvvxv

yx

t

yx

 

se obţin constantele: 

0,sin,0,cos 403201  CvCCvC  . 

 

 Mişcarea este descrisă astfel de ecuaţiile parametrice: 

   sin
2

)(,cos 0

2

0 tv
tg

tytvtx  . 

 Prin eliminarea timpului t se obţine curba de mişcare (o parabolă): 




tgxx
v

g
xyC  2

22
0 cos2

)(:)( . 

 Dar   )(,2 ChhB   conduce la      02,2  h
xd

yd
hhy  (*). A doua condiţie (*) 

este consecinţa orizontalităţii vectorului viteză (tangent la traiectorie) în punctul de 

impact cu peretele. Condiţiile (*) conduc la sistemul: 

    02
cos

,22
cos2 22

0

2

22
0

 





tgh
v

g
htghh

v

g
, 

cu soluţia: 

4
,20


  hgv . 

 

R 12.2) Punctul M, de masă m , se mişcă fără frecare pe un plan înclinat cu unghiul   

faţă de orizontală şi este atras de punctul O cu o forţă proporţională cu distanţa OM, 

coeficientul de proporţionalitate fiind mkK  , unde k este o constantă pozitivă (figura 

R 12.2.1). Ştiind că la momentul iniţial punctul M se află în repaus în A şi că distanţa AO 

= l, se cer: 

a) Legea de mişcare AM = x(t) şi valoarea reacţiunii normale pe plan; 

b) Viteza cu care mobilul ajunge în B. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 12.2.1                                         Figura R 12.2.2 

 

 Rezolvare: a) Poziţia mobilului la momentul de timp t este dată de AM = x(t). 

Ecuaţia fundamentală a dinamicii se scrie sub forma: 



l

A

OB

M

x(
t)

 



l

A

OB

M


x

y

j


i


F


G


a


N

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

 NFGam                                                         

(1) 

unde 


N  este reacţiunea normală iar   









jlilxmkOMKF  cossin  

este forţa cu care punctul M atrage mobilul (figura R 12.2.2). Proiectând ecuaţia (1) pe 

axele reperului Axy se obţine: 

                                           
 













Nlmkgm

lxmkgmxm





coscos0

sinsin                                           

(2) 

 Condiţiile iniţiale ale mişcării sunt: 

                                                    0,0:0 


xvxt                                                

(3) 

 Din prima ecuaţie (2) şi din (3) rezultă legea de mişcare: 

                                           sincos1)( tk
k

lkg
AMtx 


                                      

(4) 

iar din a doua ecuaţie (2) reacţiunea normală pe plan: 

                                                        coslkgmN                                                      

(5) 

 

b) Timpul necesar străbaterii distanţei AB este dat de relaţia: 

                                 


sincos1
sin BB tk

k

lkg
tx

l
AB 


                               

(6) 

 Rezultă: 

  2sin
1cos

lkg

lk
tk B


  

                                                sinsin)(
)4(

tk
k

lkg
txtv






                                     

(7) 

  22sin2
sin

1
sinsin)( lklkgltk

k

lkg
tvv BBB 


 


 . 

 

R 12.3) O bilă punctiformă de masă m este legată printr-un fir inextensibil de lungime l şi 

se mişcă pe un plan orizontal având coeficientul de frecare   (figura R 12.3.1). 

a) Să se determine valoarea tensiunii din fir şi a vitezei bilei într-o poziţie 

oarecare dată prin unghiul   dacă viteza iniţială de lansare a bilei este perpendiculară pe 

direcţia firului întins şi are valoarea 0v ; 

b) Ce valoare ar trebui să aibă viteza 0v  dacă după parcurgerea unei 

circumferinţe complete bila se opreşte? 

O



0
M M

l







V


gm


T




S


N

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                         Figura R 12.3.1                              Figura R 12.3.2 

 

 Rezolvare: a) Proiecţiile ecuaţiei fundamentale pe axele triedrului Frenet 

M  

(figura R 12.3.2) sunt: 

                                            TsmM 


:                                                    

(1a) 

                                                         S
l

s
mM 


2

:                                                    

(1b) 

                                                         gmNM 0:                                                

(1c) 

                                                                  NT                                                              

(2) 

unde ls   este lungimea arcului de cerc MM 0 , N este reacţiunea normală, T forţa de 

frecare de alunecare şi S tensiunea din fir. 

 Din (1a), (1c) şi (2), prin integrare, se obţine: 

                                                    21
2

2
)( CtCt

g
ts 


                                            

(3) 

 Condiţiile iniţiale sunt: 

                                                        0,0:0 vsst 


                                               

(4) 

 Din (3) şi (4) găsim valorile 0, 201  CvC , astfel încât legile mişcării pe cercul 

C(O, 1) sunt: 

                             gatgvsvt
g

tvs 


 


,,
2 0

2
0                           

(5) 

 Din primele două ecuaţii (5) se obţine viteza într-o poziţie oarecare dată prin 

unghiul  : 



O



0
M

)m(M

0
V


l
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                                                lgvsgvv 22 2
0

2
0

2                                          

(6) 

iar din (1b) expresia tensiunii din fir: 

                                                         lgv
l

m
S 2)( 2

0                                              

(7) 

b) Condiţia de oprire după parcurgerea unei circumferinţe: 

                                                           02   v                                              

(8) 

impune valoarea vitezei de lansare: 

                                                               lgv 20                                                     

(9) 

 

R 12.4) Un punct material de masă m este atras de centrul atractiv O cu o forţă invers 

proporţională cu puterea a treia a distanţei de la el la centrul O, 


 r
r

m
F

4

5
. În 

momentul iniţial mobilul se află în punctul 0M  dat prin 00 rOM   şi are valoarea 0v , 

înclinată cu unghiul   faţă de direcţia 0OM  (figura R 12.4). Se cer: 

a) Ecuaţiile diferenţiale ale mişcării în coordonate polare; 

b) Constanta ariilor; 

c) Ecuaţiile parametrice ale mişcării; 

d) Componentele vitezei în coordonate polare; 

e) Ecuaţia traiectoriei în coordonate polare. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 12.4 

 

 Rezolvare: a) Ecuaţia fundamentală 


 Fam  se proiectează pe axele sistemului 

de coordonate polare nO : 

                                     02,
5

3

2 




















 rrm
r

m
rrm                                

(1) 

b) Înmulţind prima ecuaţie diferenţială cu r obţinem: 



0


0
V


MF





n


O



r

0
M

0
r
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                                    






 

Cvrrr
dt

d
n 22 0 constant                              

(2) 

 Constanta C se numeşte constanta ariilor şi se obţine din condiţiile iniţiale: 

                                     mrrsmvvt n 2,/1sin:0 00                                  

(3) 

 Rezultă smvrC /2sin 2
00   . 

c) Din prima ecuaţie (1) şi din (2) se obţine ecuaţia diferenţială 0
1

3




r
r , care se 

multiplică prin 


r2  pentru a determina necunoscuta r(t): 

               
2

1611
0

1
22

1

12

2

2

2
t

tr
r

rC
rC

r
r

r
r

dt

d 





















         

(4) 

 Variaţia cu timpul a unghiului polar   se obţine din condiţiile iniţiale (3) şi 

ecuaţia (2). Se găseşte că: 

                                                            
t

t
t






4

4
ln                                                            

(5) 

d) 
22 16

4
,

162 t
rv

t

t
rv n









                                                           

(6) 

e) Eliminând timpul t între ecuaţiile parametrice (4) şi (5) se obţine ecuaţia traiectoriei în 

coordonate polare: 

                                                         
  1exp

2
exp4

















r                                                         

(7) 

care este o spirală în planul nO . 

 

12.4. Probleme propuse 
 

12.4.1. Teste clasice 

 

TC 12.1) Punctul material P, de masă m, se mişcă în planul vertical Oxy, fiind acţionat de 

greutatea sa şi de forţa elastică 


 OPkF , unde k este o constantă pozitivă (figura TC 

12.1.1). În momentul iniţial mobilul se află în punctul A pe axa verticala (OA = h) şi are 

viteza 0



v  orizontală. Cunoscând valorile m, k, h, 0v , să se determine: 

 

a) Ecuaţiile diferenţiale ale mişcării; 
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b) Ecuaţiile parametrice ale mişcării; 

c) Traiectoria mişcării; 

d) Poziţia, viteza şi acceleraţia mobilului la momentul de timp 
k

m
t

21


 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 12.1.1                                 Figura TC 12.2.1 

 

TC 12.2) Pe un plan înclinat cu unghiul   faţă de orizontală se află un corp de masă m şi 

un resort de constantă elastică k (figura TC 12.2.1). Între corp şi plan există frecare de 

coeficient de frecare  . La momentul iniţial, atunci când corpul se găseşte în contact cu 

arcul aflat în stare naturală (neîntins sau necomprimat), i se imprimă corpului viteza 0



v  

în sensul comprimării arcului. Se cer: 

a) Legea de mişcare a corpului atunci când acesta coboară; 

b) Timpul cât durează mişcarea (până la oprirea corpului); 

c) Distanţa parcursă până la oprire. 

Se presupune că  tg . 

 

TC 12.3) Pe un cilindru fix de rază R se deplasează fără frecare un punct material de 

masă m (figura TC 12.3). La începutul mişcării mobilul se găsea în punctul A şi avea 

viteza iniţială orizontală 0



v . Se cer: 

a) Să se determine legile de variaţie        aaaavv  ,,  pentru 

intervalul de timp în care mobilul se află în contact cu cilindrul; 

b) Unghiul 
not

  la care se produce desprinderea mobilului de pe suprafaţa 

cilindrului; 

c) Pentru cazul particular 00v , să se determine distanţa 
not

OC  , punctul C 

fiind punctul în care mobilul loveşte solul. 
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




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
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Figura TC 12.3 

12.4.2.  Teste grilă 

 

TG 12.1) Cu ajutorul unei macarale se ridică pe verticală o maşină cu greutatea 

kNG 10  în timpul st 10 , la o înălţime mh 12 . Se consideră că viteza iniţială a 

greutăţii este nulă şi că 2/10 smg  . Intensitatea forţei, presupusă constantă, aplicată 

sarcinii este : 

a) kNF 24,10   ;  b) kNF 12   ;  c) kNF 5,9   ;  d) kNF 95,11 . 

 

TG 12.2) Intensitatea forţei F, cu care trebuie frânat un automobil de 7 kN pentru ca după 

10 s viteza lui de 60 km/h să fie redusă la jumătate este : 

a) 325 N  ;  b) 175 N  ;  c) 594,6 N  ;  d) 372 N. 

 

12.5. Indicaţii şi răspunsuri 
 

TC 12.1) a) Expresia forţei elastice în funcţie de coordonatele x şi y ale punctului P este 


 jykixkF . Ecuaţia fundamentală, 


 GFam , se proiectează pe Ox şi Oy şi se 

obţin ecuaţiile diferenţiale liniare de ordin doi cu coeficienţi constanţi: 

                                                 gypyxpx 


22 ,0                                          

(1) 

unde 
m

k
p

not

2 . 

a) Integrând sistemul (1) în condiţiile iniţiale : 

                                            0,,,0:0 0 


yvxhyxt                                    

(2) 

deducem ecuaţiile parametrice: 

                                     
22

0
cos,sin

p

g
tp

p

g
htytp

p

v
tx 













                          

(3) 

b) Traiectoria mişcării este elipsa de ecuaţie: 

1
2

2

2

2

2
0

2












































p

g
h

p

g
y

p

v

x
. 

Reprezentarea ei este dată în figura TC 12.1.2. 
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c) Vezi “Cinematica mişcării absolute a punctului material”. 

Poziţia: 
2

0
,

p

g
y

p

v
x  . 

Viteza : 














2
,0

p

g
hpvv yx . 

Acceleraţia : .0,0  yx apva  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Figura TC 12.1.2                                    Figura TC 12.2.2 

 

TC 12.2) a) Proiecţiile ecuaţiei fundamentale pe axele reperului Oxy (figura TC 12.2.2) 

sunt: 

                                  cos0,sin gmNFTgmxm el 


                             

(1) 

unde N este reacţiunea normală, NT   forţa de frecare iar xkFel   forţa elastică 

corespunzătoare deformării resortului. Din (1) se obţine ecuaţia diferenţială neomogenă 

de ordin doi: 

                                                  cossin 


gx
m

k
x                                               

(2) 

 cu soluţia: 

                          










 t

m

k

k

mg
t

m

k

k

m
vtx cos1cossinsin0  .                   

(3) 

b) Fie 1tt   timpul cât durează mişcarea. Se impune condiţia : 0,1 


xvtt . Rezultă  

                                      














 sincos

10
1 m

k

g

v
arctg

k

m
t                                     

(4) 

c)  
1txD   , unde  

1tx  se determină din (3) şi (4). 
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TC 12.3) a) La un moment arbitrar de timp t mobilul se găseşte în punctul M, astfel încât 








 

AOMm . Teorema energiei cinetice şi a lucrului mecanic, aplicată între punctele A 

şi M permite obţinerea dependenţei vitezei mobilului cu unghiul  : 

                                                   cos122
0  Rgvv                                                 

(1) 

Ecuaţia fundamentală, 


 NGam , se proiectează pe tangenta la traiectorie şi 

se obţine variaţia acceleraţiei tangenţiale cu unghiul  : 

                                                           singa                                                               

(2) 

 Componenta normală a acceleraţiei rezultă din relaţia cinematică 
R

v
a

2

 . Deci: 

                                                 cos12

2
0

 g
R

v
a                                                     

(3) 

b) Dependenţa reacţiunii normale cu unghiul  : se obţine proiectând ecuaţia 

fundamentală pe normala la cilindru în M. Rezultă: 

                                             
R

vm
gmN

2
0

2cos3                                                    

(4) 

 În momentul desprinderii reacţiunea normală se anulează (mobilul nu mai apasă 

pe cilindru) iar   , astfel încât: din (4) găsim că: 

                                                   
Rg

Rgv

3

2
arccos

2
0

                                                        

(5) 

c) În ipoteza 00v , viteza pe care o are mobilul în punctul de desprindere D este 

3

2 Rg
v D  iar unghiul pe care îl face vectorul viteză cu verticala este 

3

2
arccos9090  . Din momentul desprinderii (considerat ca moment t = 0) şi până 

la atingerea solului în C singura forţa care acţionează asupra mobilului este greutatea 

proprie. Ecuaţia fundamentală, 


 Gam , şi condiţiile iniţiale: 

   sin,cos,cos1,0:0 DyDx vvvvRyxt  , 

permit determinarea distanţei D‟C până la atingerea solului: 

                                                   
 

RCD
27

5254
'


                                                      

(6) 

 Cum RROD
3

5
sin'   , găsim că: 
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 

RCDODOC
27

5245
''


                                        

(7) 

TG 12.1) Mişcarea greutăţii este rectilinie uniform variată, cu acceleraţia 
m

GF
a


 . 

Utilizând legea spaţiului în această mişcare, deducem că 
2

2ta
h  , de unde: 

kN
tg

h
GF 24,10

2
1

2













 . 

Răspuns corect: a). 

 

TG 12.2) Mişcarea automobilului este rectilinie uniform încetinită, cu acceleraţia 

g
G

F

m

F
a  . Adăugând şi legea vitezei în această mişcare, tavv  0 , obţinem: 

    Nvv
tg

G
F 6,594

3600

1000
3060

108,9

7000
0 


 . 

Răspuns corect: c). 

 

 

 

13. Dinamica mişcării relative a punctului material 

 
13.1. Ecuaţia fundamentală a mişcării relative 

 

 Ecuaţia fundamentală a mişcării absolute a punctului material 

                                                          


 Fam                                                                

(13.1) 

descrie mişcarea acestuia faţă de un reper fix. În relaţia (13.1), 


a  este acceleraţia 

absolută. Din cinematica mişcării relative a punctului material se cunoaşte că: 

                                                  Ctra aaaa


                                                       

(13.2) 

unde 
t

v
a

r
r









 este acceleraţia relativă, 










rraa Ot   este 

acceleraţia de transport iar rC va


 2  este acceleraţia Coriolis. Din (13.1) şi (13.2) 

se obţine: 

                   





























CtrCtr amamFamFaaam                      

(13.3) 
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 Notând: 

                                      CCtt FamFam


 ,                                              

(13.4) 

din (13.3) găsim că: 

                                               Ctr FFFam


                                                         

(13.5) 

 Ecuaţia (13.5) reprezintă ecuaţia fundamentală a dinamicii mişcării relative a 

punctului material. Vectorii tF


 şi CF


, având dimensiunile unor forţe, poartă numele de 

forţă complementară de transport şi forţă complementară Coriolis. Ei corectează ecuaţia 

fundamentală 


 Fam  atunci când studiul mişcării se face faţă de un reper mobil. 

 

13.2. Repaus relativ 
 

 Este posibil ca punctul material să fie în echilibru (relativ) faţă de reperul mobil 

şi să se mişte, odată cu acesta, faţă de reperul fix. Pentru aceasta va trebui ca viteza sa 

relativă rv


 să fie nulă ceea ce are drept consecinţe: 

                     
t

v
a

r
r







 









 02,0 rCC vmamF                        

(13.6) 

 

 Din (13.5) şi (13.6) se obţine condiţia repausului relativ: 

                                                         


 0tFF                                                           

(13.7) 

adică punctul material rămâne în repaus faţă de reperul mobil în acea poziţie în care 

forţele direct aplicate şi forţa complementară de transport îşi fac echilibrul. 

 

13.3. Sisteme inerţiale 
 

 Vom deduce în acest subcapitol condiţiile în care ecuaţia fundamentală a 

dinamicii are aceiaşi formă ((12.1)) indiferent dacă ea este scrisă faţă de reperul fix sau 

faţă de cel mobil. 

 Pentru aceasta se impune condiţia: 

                                                          


 0Ct FF                                                         

(13.8) 

sau 

                                    










 02 rO vrra                                 

(13.9) 
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 Condiţia (13.9) va trebui verificată indiferent de punctul în care se găseşte 

mobilul şi de viteza sa relativă. Considerând două puncte materiale care au aceiaşi poziţie 

(acelaşi 


r ) dar viteze relative diferite ( '
rv



 şi ''
rv



) şi impunându-le condiţia (13.9) 

găsim : 










 02 '

rO vrra   











 02 ''

rO vrra  . 

 Scăzând aceste relaţii obţinem 










 02 '''

rr vv şi cum 


'
rv ''

rv


 rezultă: 

                                                           


 0                                                                 

(13.10) 

 În plus, 

                                                      





 0
td

d 
                                                           

(13.11) 

 Condiţiile (13.10)-(13.11) fac ca relaţia (13.9) să se reducă la: 

                                                          


 0Oa                                                               

(13.12) 

 În concluzie, pentru ca ecuaţia fundamentală a dinamicii să-si păstreze forma şi 

atunci când este scrisă faţă de un reper mobil este necesar ca sistemul mobil să se afle 

într-o mişcare de translaţie (


 0 ) rectilinie şi uniformă (


 0Oa ) faţă de reperul 

fix sau, în particular, să fie în repaus.  

Sistemele de referinţă care îndeplinesc această condiţie se numesc sisteme inerţiale. 

 

 

 

 

13.4. Probleme rezolvate 
 

R 13.1) Bara cotită OAB se roteşte cu viteza unghiulară constantă 0  în plan orizontal. 

Pe porţiunea AB se deplasează fără frecare un inel M, de masă m (figura R 13.1.1). Ştiind 

că 090






 

OABm , AB = l şi că la momentul iniţial inelul a fost lansat cu viteza 0



v  din 

punctul A, să se determine: 

a) Legea de mişcare a inelului pe bara AB; 

b) Valoarea reacţiunii barei pentru o poziţie oarecare a inelului pe bară. 
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Figura R 13.1.1                                        Figura R 13.1.2 

 

 Rezolvare: a) Mişcarea relativă a inelului M este o mişcare rectilinie în lungul 

barei AB, caracterizată prin viteza relativă 


 xv r  şi acceleraţia relativă 


 xa r . Mişcarea 

de transport este o mişcare circulară uniformă cu viteza unghiulară 0 , pe un cerc de 

centru O şi rază 22 xlOM  . Acceleraţia de transport are numai componenta 

normală, de modul 2
0OMa t  (figura R 13.1.2). 

 Eliberând inelul M de legătura sa cu bara obţinem următoarea ecuaţie vectorială a 

mişcării relative: 

                                             Ctzyr FFNNGam


                                             

(1) 

unde: 

     


 kgmG - este forţa de greutate; 

     


 kNNjNN zzyy , - sunt proiecţiile reacţiunii normale pe direcţiile Ay şi Az; 

     


 jamiamamF tttt  cossin - este forţa complementară de transport; 

     


 jvmvmamF rrCC 022  - este forţa complementară Coriolis. 

 

 Proiectând ecuaţia vectorială (1) pe axele triedrului Axyz obţinem următoarele 

ecuaţii scalare: 

sintamxm 


 

                                             rty vmamN 02cos0                                             

(2) 

zNgm 0  

 Observând că 
2222

cos,sin
xl

l

xl

x





  , din prima ecuaţie a 

sistemului (2) se găseşte ecuaţia diferenţială a mişcării inelului pe bară: 

                                                              02
0 



xx                                                           

(3) 



 225 

a cărei soluţie generală este: 

                                                tBtAtx 00 expexp                                          

(4) 

 Constantele de integrare rezultă din condiţiile iniţiale 0,0:0 vxxt 


. Se 

găsesc valorile 
0

0

2

v
BA  , astfel încât legea mişcării relative a inelului M pe bară 

este: 

                                                            tsh
v

tx 0
0

0



                                                    

(5) 

b) Din ultimele doua ecuaţii ale sistemului (2) se obţin proiecţiile reacţiunii normale: 

                                      gmNtchvlmN zy  ,2 000
2
0                                

(6) 

astfel încât valoarea reacţiunii la momentul de timp t este dată de relaţia: 

                                  2
000

2
0

222 2 tchvlgmNNN zy                            

(7) 

 

R 13.2) Un disc orizontal se roteşte cu viteza unghiulară 0  în jurul axului său. La un 

moment dat este lăsat liber pe suprafaţa discului un punct material de masă m la raza 0r  

faţă de ax şi având viteza iniţială nulă în raport cu suprafaţa discului (figura R 13.2.1). 

Neglijând frecarea dintre punct şi disc, să se determine mişcarea punctului în raport cu 

suprafaţa discului. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                 Figura R 13.2.1                                    Figura R 13.2.2 

 Rezolvare: Studiul mişcării punctului material va fi făcut într-un sistem de 

coordonate polare  ,r , în care r = OM este distanţa punctului la ax iar 













AOMmas  este unghiul făcut de “raza” punctului M cu direcţia iniţială OA (figura 

R 13.2.2). Ecuaţia vectorială a mişcării relative este: 
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                                                   Ctr FFNGam


                                                  

(1) 

 Deoarece viteza unghiulară a discului este constantă rezultă că acceleraţia de 

transport va avea nenulă numai componenta normală 2
0 ra t  , astfel încât forţa 

complementară de transport va fi dirijată pe raza OM, de la O către M şi va avea modulul 
2
0rmF t . Forţa complementară Coriolis este dată de relaţia: 

                                    










 vvmvF rrelativaC 22                                 

(2) 

unde rv


 şi 



v  sunt componentele vitezei relative pe axele sistemului de coordonate 

polare. Forţa complementară este, în consecinţă, perpendiculară pe vectorul viteză 

relativă, se găseşte în planul discului şi are modulul: 

                                               22
02 





















 rrmF C                                              

(3) 

 Proiectând ecuaţia (1) pe axele sistemului de coordonate polare se obţin ecuaţiile: 

                      cos2,sin2
CCt FrrmFFrrm 





















                    

(4) 

 Observând că: 

                             

22

sin





























rr

r
    ,  

22

cos




























rr

r
                          

(5) 

ecuaţiile (4) pot fi aduse la forma: 

                                 00
2
0

2 22,2  


rrrrrr                              

(6) 

 

 Înmulţind cu r a doua ecuaţie a sistemului (6) ea se rescrie sub forma: 

                                                       0
22  r

td

d
r

td

d







 

                                                 

(7) 

de unde, prin integrare, găsim: 

                                                               
20

r

C




                                                        

(8) 

 Condiţiile iniţiale: 
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










 

0,0

0,

:0
0





r

rr

t                                               

(9) 

permit obţinerea valorii constantei C şi anume 2
00 rC  , astfel încât rezultă ecuaţia: 

                                                            
















2

2
0

0 1
r

r
                                                     

(10) 

 Din (10) şi prima ecuaţie a sistemului (6) deducem următoarea ecuaţie 

diferenţială în necunoscuta r(t): 

                                                            0
3

4
0

2
0




r

r
r


                                                      

(11) 

 Înmulţind această ultimă ecuaţie cu 


r2  ea se pune sub forma: 

                                                       0
2

4
0

2
02 

















r

r
r

td

d 
                                                 

(12) 

de unde, după aflarea constantei de integrare, găsim că: 

                                                           
r

r
rr

2
0

00 1


                                                  

(13) 

 Integrând ecuaţia cu variabile separabile (13) se găseşte dependenţa r = r(t): 

                                                           22
00 1 trr                                                  

(14) 

 În fine, din relaţiile (10) şi (14) se obţine a doua ecuaţie parametrică a mişcării 

punctului material în coordonate polare: 

                                                         tarctgtt 00                                             

(15) 

 

R 13.3) Un vas conic având unghiul la vârf 2  se roteşte în jurul axei sale de simetrie cu 

viteza unghiulară constantă  . Pe peretele interior al vasului se află în repaus o bilă de 

masă m (figura R 13.3.1). Să se determine poziţiile de echilibru relativ ale bilei şi 

reacţiunea normală în aceste puncte. 

 

 

 

 

 

 

 
2



y  z

 )m(M

x

 

2



y


M

x

r

x

O

N


G


t
F


A

 



 228 

 

  

 

 

                                    Figura R 13.3.1                                Figura R 13.3.2 

 

 Rezolvare: Eliberând bila de legătura sa cu peretele vasului şi introducând 

reacţiunea normală 


N , ecuaţia de echilibru relativ are forma: 

                                                            


 0tFNG                                                        

(1) 

 Ataşăm vasului conic în mişcare sistemul de referinţă mobil Oxyz (figura R 

13.3.2) având axa Ox în lungul generatoarei pe care se găseşte bila în repaus relativ la 

distanţa OM= x. Mişcarea de transport este o mişcare circulară cu viteza unghiulară 

constantă  , pe cercul de centru A şi rază sinxr   şi, în consecinţă, acceleraţia de 

transport are nenulă doar componenta normală 2 ra t  . Forţa complementară de 

transport tF


 va fi orizontală, de sens opus acceleraţiei de transport şi de modul 

2rmF t . 

 Proiectând ecuaţia vectorială (1) pe axele Ox şi Oy se obţin următoarele ecuaţii 

scalare: 

                                                 0cossin2   gmxm                                              

(2) 

                                             0cossin 2   rmgmN                                          

(3) 

 Din ecuaţia (2) se obţine 
2

tgg
x   = constant, ceea ce înseamnă că bila se 

găseşte în echilibru relativ în toate punctele cercului de rază sinxr  , unde distanţa x 

este dată de relaţia de mai sus. Din ecuaţia (3) se obţine valoarea reacţiunii normale în 

punctele de echilibru relativ: 

                                                               
sin

gm
N                                                              

(4) 

 

R 13.4) Un punct material M, aflat în emisfera nordică, este lăsat să cadă liber de la 

înălţimea H, care este mică în raport cu raza Pământului. Considerând că greutatea 

mgP   a punctului este constantă în timpul căderii şi neglijând rezistenţa aerului, să se 

determine deviaţia   spre est, când punctul ajunge la sol, faţă de verticala ce trece prin 

poziţia iniţială 0M  (figura R 13.4). 
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Figura R 13.4 

 

Rezolvare: Se alege un sistem de referinţă cartezian cu axa Oy orientată după 

verticala poziţiei iniţiale a punctului material (după raza Pământului) iar axa Ox orientată 

spre est. 

Pentru a ţine seama de mişcarea de rotaţie a Pământului, în afara greutăţii P va 

trebui să introducem şi forţele complementare Coriolis şi de transport. În calculul forţei 

complementare Coriolis vom neglija componenta xv a vitezei relative a punctului 

material, ea fiind mult mai mică decât componenta yv . Deci, yr vv  (către centrul 

Pământului C). În plus vom considera neglijabilă şi forţa complementară de transport, 

care provoacă o mică deviaţie pe direcţia razei CO. Ecuaţia diferenţială a mişcării relative 

a punctului, Cr FPam


 , se proiectează pe Ox şi Oy şi se găseşte: 

                             mg
td

yd
mF

td

xd
m C 

2

2

2

2

,                                              

(1) 

Soluţia generală a celei de-a doua ecuaţii diferenţiale (1) este: 

                                                        
2

2tg
Hty                                                            

(2) 

 S-a ţinut cont de condiţiile iniţiale Hyxt  ,0:0 . În plus, 

tg
td

yd
vv yr  . Pentru calculul modulului forţei Coriolis trebuie observat că viteza 

relativă rv


 a punctului face unghiul 090  cu axa de rotaţie a Pământului, unde   

este unghiul de latitudine. În concluzie,  cos2 tgmFC   şi, din integrarea primei 

ecuaţii (1), găsim: 

                                                    3cos
3

1
tgtx                                                          

(3) 

 Ecuaţiile (2) şi (3) formează setul de ecuaţii parametrice al mişcării. Mişcarea nu 

este rectilinie şi punctul în cădere va avea o deviaţie spre est. Ecuaţia traiectoriei relative 

a punctului material se obţine prin eliminarea variabilei timp t între cele două ecuaţii 

parametrice. Se găseşte parabola semi - cubică: 
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                                                32
2

2 cos
9

8
yH

g
x  


                                                   

(4) 

 La contactul cu solul : y = 0. Din (4) deducem deviaţia   spre est pe care punctul 

o va avea faţă de verticala punctului de lansare: 

                                                  
g

H 32
cos

3

2
                                                         

(5) 

 De remarcat că această expresie pentru deviaţia   reprezintă o valoare 

aproximativă, dar ea a fost validată de multe măsurători experimentale. 

 

13.5. Probleme propuse 
 

13.5.1. Teste clasice 

 

TC 13.1) Două suprafeţe plane, între care se păstrează o distanţă constantă 2r, se rotesc în 

jurul unui ax vertical cu viteza unghiulară constantă  . Între cele două suprafeţe se mişcă 

cu frecare o bilă de masă m şi rază r şi care a fost lansată în momentul iniţial cu viteza 

0



v  perpendiculară pe axul de rotaţie (figura TC 13.1).  Să se determine legile de mişcare 

x=x(t), y = y(t), z = z(t) faţă de sistemul de axe ales şi reacţiunea normală N = N(t). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 13.1                                     Figura TC 13.2.1 

 

TC 13.2) Tija AB, înclinată faţă de orizontală cu unghiul  , se deplasează pe orizontală 

într-o mişcare de translaţie rectilinie după legea   2
1

2

1
tatx  . Pe tijă poate aluneca fără 

frecare un punct material M de masă m, care întâmpină rezistenţa mediului proporţională 

cu modulul vitezei avcmR  , unde av este modulul vitezei absolute (figura TC 13.2.1). 

În momentul iniţial mobilul M se află în punctual A şi are viteza 0



v  orizontală (de la A 

la B). Cunoscând constantele 0,,,, vcma , să se determine legea mişcării relative a 

mobilului faţă de tijă. 

 

13.5.2. Teste grilă 
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TG 13.1) Ecuaţia fundamentală a dinamicii mişcării relative a punctului material este: 

a) 


 Fam a  ; b) tra vvv


 ; c) Ctr FFFam


  ; d) tFF


0 . 

 

TG 13.2) În mişcarea relativă a unui punct material, compunerea acceleraţiilor este 

definită de relaţia : 

b) tra aaa


  ; b) Ctra aaaa


  ; c) tCa aaa


  ; d) Ctra aaaa


 . 

 

13.6. Indicaţii şi răspunsuri 
 

TC 13.1) Mişcarea relativă a bilei M este o mişcare în planul Oxz, caracterizată prin 

viteza relativă 


 jyixv r  şi acceleraţia relativă 


 jyixa r . Mişcarea de 

transport este o mişcare circulară uniformă cu viteza unghiulară  , pe un cerc de rază 

egală cu x (distanţa de la punctul M la raza Az). Ecuaţia diferenţială a mişcării relative 

este:: 

Ctr FFNGam


  

unde 


 ixmamFjNNkgmG tt
2,,   şi 



 jxmamF CC 2 . 

Rezolvând această ecuaţie în condiţiile iniţiale : 

0,,0:0 0 


zvxzxt  

se obţine: 

   tchvmN
tg

zytsh
v

x 
 0

2
0

2,
2

,0,   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 13.2.2 

 

TC 13.2) Se consideră ca sistem de referinţă mobil (solidar cu tija AB) sistemul cartezian 

Axy (figura TC 13.2.2). Mişcarea relativă a punctului M este guvernată de ecuaţia: 

Ctr FFRNGam

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unde 


 0,,cossin CFjNNjgmigmG  (deoarece mişcarea de transport 

este mişcarea unui punct al unui corp aflat în translaţie), 












tra vvcmvcmR










 jtacmixtacm  sincos . 

 Condiţiile iniţiale ale mişcării sunt: 0,0:0 vxxt 


. Mişcarea punctului M 

faţă de tijă este dictată de legea: 

     cos
2

sin1sin

2

2

0 ta
t

c

g
e

c

g

c

v
tx tc 













  . 

 

TG 13.1) Rezultat teoretic. Răspuns corect: c). 

 

TG 13.2) Rezultat teoretic. Răspuns corect: b). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

14. Momente de inerţie mecanice 
 

14.1. Definiţii 
 

 Momentele de inerţie mecanice sunt mărimi scalare care caracterizează modul de 

răspândire a masei în interiorul unui sistem de puncte materiale sau unui solid rigid. 

 Prin definiţie, momentele de inerţie ale unui sistem de puncte materiale în raport 

cu un plan, o axă sau un punct (pol) sunt sumele produselor dintre masele punctelor 

materiale ale sistemului şi pătratele distanţelor de la aceste puncte la plan, axă sau pol, 

respectiv. 

 Prin definiţie, momentele centrifugale reprezintă suma produselor dintre masele 

punctelor materiale şi coordonatele acestor puncte în raport cu două plane 

perpendiculare. 

 

 Fie un sistem de n puncte materiale raportat la un reper cartezian Oxyz, plasate în 

punctele   nizyxA iiii ,1,,,  , şi având masele nim i ,1,   (figura T 14.1). Se definesc 

următoarele momente de inerţie: 

a) Momente de inerţie planare 
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                           



n

i
iiOxy zmJ

1

2    , 



n

i
iizyO xmJ

1

2    , 



n

i
iizzO ymJ

1

2              

(14.1) 

b) Momente de inerţie axiale 

                   



n

i
iiix zymJ

1

22    ,  



n

i
iiiy xzmJ

1

22   ,  



n

i
iiiz yxmJ

1

22        

(14.2) 

c) Moment de inerţie polar 

                                                       



n

i
iiiiO zyxmJ

1

222                                        

(14.3) 

d) Momente centrifugale 

                           



n

i
iiiyx yxmJ
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
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(14.4) 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Figura T 14.1                                          Figura T 14.2 

 

 Momentele de inerţie planare, axiale şi polare sunt mărimi pozitive în timp ce 

momentele centrifugale pot fi pozitive, nule sau negative. Unitatea de măsură pentru 

momentul de inerţie este 2mkg  . 

În cazul unui solid rigid (figura T 14.2) sumele din expresiile (14.1 – 14.4) se 

înlocuiesc prin integrale. Astfel, avem: 

e) Momente de inerţie planare 

                         
DyxO dmzJ 2    , 

DzyO dmxJ 2    , 
DxzO dmyJ 2                

(14.5) 

f) Momente de inerţie axiale 

                   
Dx dmzyJ 22    ,   

Dy dmxzJ 22    ,   
Dz dmyxJ 22         

(14.6) 

g) Moment de inerţie polar 

                                                      
DO dmzyxJ 222                                           

(14.7) 

h) Momente centrifugale 


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                             
Dyx dmyxJ    , 

Dzy dmzyJ    , 
Dxz dmxzJ                  

(14.8) 

 

x, y, z reprezintă coordonatele unui element infinitezimal arbitrar de masă dm al 

domeniului (D) ocupat de rigid. 

 

14.2. Relaţii între momentele de inerţie 

 
 Între cele 10 momente de inerţie definite mai sus există următoarele relaţii de 

dependenţă: 

                                                               
zyxO JJJJ 

2

1
                                     

(14.9) 

  
zyxyxO JJJJ 

2

1
   ,  

xzyzyO JJJJ 
2

1
  ,  

yxzxzO JJJJ 
2

1
   

(14.10) 

astfel încât doar şase dintre ele sunt independente ( xzzyyxzyx JJJJJJ ,,,,, ). 

 

 Dacă sistemul de puncte materiale este un sistem plan, situat în planul Oxy, 

atunci putem observa că: 

                                                         yxzzyzx JJJJJ  ,0                         

(14.11) 

astfel încât este necesar doar calculul momentelor yx JJ ,  şi yxJ . 

 

 

14.3. Variaţia momentelor de inerţie faţă de axe paralele. 

Teorema lui STEINER. 
 

 Se consideră un sistem de n puncte materiale niA i ,1,  , de mase nim i ,1,  , 

având centrul de masă în C. Fie două drepte paralele (  ) şi ( 1 ) astfel încât C . 

Cunoscut fiind momentul de inerţie axial J , ne propunem să calculăm, în funcţie de 

acesta, momentul de inerţie 
1J . 

 Pentru aceasta considerăm următoarele sisteme de referinţă: 

- sistemul Cxyz, pentru care zC . Faţă de acest sistem punctul iA are 

coordonatele nizyx iii ,1,,,   (figura T 14.3); 

- sistemul 1111 zyxO , pentru care 111 zO  şi yCyOxCxO //,// 1111 . Faţă 

de acest sistem punctul iA  are coordonatele iii zyx 111 ,, . Au loc relaţiile evidente: 

                                    Cii xxx 1    , Cii yyy 1    , Cii zzz 1                         

(14.12) 
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Figura T 14.3                                            Figura T 14.4 

 

 Prin definiţie, 

                            


 
n

i
iiiz zymJJ

1

22    ,  


 
n

i
iiiz zymJJ

1

2
1

2
111

             

(14.13) 

 

 Din (14.12) şi (14.13) obţinem: 

 

    




n

i
CiCii yyxxmJ

1

22

1
 

                   



n

i
iii

n

i
iiC

n

i
iiC

n

i
iCC yxmymyxmxmyx

1

22

111

22 22      

(14.14) 

 

 Notând masa sistemului prin 



n

i
imM

1

 şi distanţa dintre axele ( ) şi ( 1 ) 

prin 22
CC yxd  , observând că în conformitate cu teorema momentelor statice 

0
1




C

n

i
ii Mxm  , 0

1




C

n

i
ii Mym   (deoarece   zCC CCC  ,, , din 

(14.14) se deduce că: 

                                                               2

1
dMJJ                                          

(14.15) 

 

 Relaţia (14.15) reprezintă forma matematică a teoremei lui Steiner. Enunţul său 

este: 

Teorema lui Steiner : Momentul de inerţie faţă de o axă ( 1 ) este egal cu suma 

dintre momentul de inerţie faţă de o axă ( ), paralelă cu ( 1 ), şi care conţine centrul 

maselor şi produsul dintre masa sistemului şi pătratul distanţei dintre cele două axe. 

 

Particularizând relaţia (14.15) găsim că: 
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 22

1 CCxx zyMJJ     ,  22

1 CCyy xzMJJ     ,  22

1 CCzz yxMJJ   

(14.16) 

 

 Utilizând relaţiile de definiţie şi (14.12) putem găsi şi legătura dintre momentele 

centrifugale calculate faţă de cele doua sisteme de referinţă: 

 

    CCyxyx yxMJJ 
11

   , CCzyzy zyMJJ 
11

   , CCxzxz xzMJJ 
11

   

(14.17) 

 

14.4. Variaţia momentelor de inerţie faţă de axe concurente 
 

 Se consideră un sistem de n puncte materiale niA i ,1,  , de mase nim i ,1,  , 

pentru care se cunosc momentele de inerţie zxzyyxzyx JJJJJJ ,,,,,  în raport cu axele 

reperului cartezian Oxyz. 

 Ne punem problema determinării momentului de inerţie în raport cu o axă    

care trece prin punctul O şi are direcţia dată de cosinusurile directoare 

 cos,cos,cos  (figura T 14.4). 

 Momentul de inerţie al sistemului de puncte materiale în raport cu axa    este 

dat de relaţia: 

                                                 


 
n

i
iii

n

i
ii BAmdmJ

1

2

1

2                                    

(14.18) 

iii BAd   fiind distanţa de la punctul iA  la dreapta   . 

 Din ii BOA  găsim că 222
iiii OBOABA  . Dar: 

 2
2

2222222 coscoscos,  iiiiiiiiiii zyxurOBOBzyxrOA 







 



 

astfel încât: 

     222222 coscoscosiiii zyxmJ   2coscoscos  iii zyx   

deoarece 1coscoscos 222   . După grupări convenabile, din relaţia precedentă 

se obţine: 

      




n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii yxmxzmzymJ

1

222

1

222

1

222 coscoscos   

ii

n

i
i yxm




1

coscos2  ii

n

i
i zym




1

coscos2  ii

n

i
i xzm




1

coscos2  , 

adică: 

  coscos2coscoscos 222
yxzyx JJJJJ  

                                        coscos2coscos2 xzzy JJ                                 

(14.19) 



 237 

 

Caz particular: Dacă punctele sistemului şi axa    aparţin planului Oxy, atunci 

deoarece 
2

,
2

,0





 z , găsim că: 

                                cossin2coscos 22
yxyx JJJJ                          

(14.20) 

 

14.5. Axe şi momente de inerţie principale 
 

 Momentul de inerţie J  depinde de poziţia axei faţă de triedrul Oxyz prin 

intermediul unghiurilor  ,,  pe care axa    le face cu Ox, Oy şi Oz, respectiv. În 

funcţie de măsurile acestor unghiuri J  poate avea valori extreme. Axele    care trec 

prin O şi faţă de care momentele de inerţie au valori extreme se numesc axe principale de 

inerţie. Momentele de inerţie calculate în raport cu aceste axe se numesc momente 

principale de inerţie (le vom nota prin 321 ,, JJJ ). 

 Aceste momente se pot obţine prin metoda multiplicatorilor lui Lagrange. Astfel, 

se consideră funcţia: 

    coscos2coscoscoscos,cos,cos 222
yxzyx JJJJJ  

 1coscoscoscoscos2coscos2 222   xzzy JJ  

 Valorile extreme se obţin ca soluţii ale sistemului: 
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







zzyxz

zyyyx

zxyxx

JJJ
J

JJJ
J

JJJ
J

               

(14.21) 

 

 Sistemul omogen (14.21), în necunoscutele  cos,cos,cos , are soluţii nenule 

doar dacă determinantul său este nul: 

  

                                                 0













zyzxz

zyyxy

zxyxx

JJJ

JJJ

JJJ

                                     

(14.22) 

 

 Se obţine astfel o ecuaţie de gradul al treilea în necunoscuta  , care are trei 

rădăcini reale deoarece determinantul este simetric faţă de diagonala principală (teorema 
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lui Kronecker). Rădăcinile 321 ,,   sunt chiar valorile extreme ale momentului J , 

adică 3,21, JJJ . 

 Axele principale de inerţie 3,1,  ii , au drept parametrii directori ai direcţiei lor 

determinanţii: 

izyz

zyiy

JJ

JJ








   ,   

xziz

xyzy

JJ

JJ






   ,   

yzxz

iyxy

JJ

JJ



 
. 

 

Caz particular: Dacă sistemul de puncte materiale se găseşte în planul Oxy, atunci 

deoarece 0,  zyzxyxOz JJJJJJ , ecuaţia (14. 22) are soluţiile: 

                                Oyx

yxyx
JJJ

JJJJ
J 







 



 3

2

2

2,1 ,
22

                 

(14.23) 

iar parametrii directori ai axelor principale de inerţie sunt: 

- pentru      ;0;;: 1111 JJJJJJJ zyxzy   

- pentru       ;0;;: 2222 JJJJJJJ zyxzy   

- zO 3 . 

 

Observaţie: Axele principale de inerţie formează un triedru triortogonal iar 

momentele centrifugale în raport cu axele acestui triedru sunt nule. 

 Dacă centrul de masă al sistemului coincide cu originea triedrului  CO  , 

atunci momentele de inerţie corespunzătoare axelor ce trec prin C se numesc momente 

centrale de inerţie. Momentele faţă de axele principale de inerţie, în raport cu centrul 

de masă, se numesc momente de inerţie centrale şi principale. 

 

14.6. Probleme rezolvate 

 
R 14.1) Se consideră placa plană omogenă din figura R 14.1.1 pentru care se cunosc masa 

M şi distanţa a. Se cer: 

a) Momentele de inerţie axiale yx JJ ,  şi momentul centrifugal yxJ ; 

b) Momentele şi axele principale de inerţie. 
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Figura R 14.1.1                                         Figura R 14.1.2 

 Rezolvare: Se presupun cunoscute momentele de inerţie pentru o placă plană 

dreptunghiulară omogenă de masă m şi laturi a şi b (figura R 14.1.3) : 
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216 a

M

A

M
 . Masele celor două plăci dreptunghiulare în care a fost împărţită placa 
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M
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a) xxx JJJ 21  , yyy JJJ 21  , yxyxyx JJJ 21                                                  

(1) 
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 În deducerea relaţiilor (2) s-au utilizat formulele lui Steiner. Din (1) şi (2) găsim 

că: 
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                                Figura R 14.1.3                             Figura R 14.1.4 

 

    222 6,
3

10
,

3

46
aMJaMJaMJ yxyx                           (3) 

 

b) În cazul particular al unui sistem material plan (z = 0) momentele principale de inerţie 

sunt date de relaţiile: 

             213
2

2

2,1 ,
22

JJJJJJJ
JJJJ

J yxzyx

yxyx








 



           

(4) 

 Se obţin valorile: 

                         2
3

2
2

2
1 56,18,75,0,91,17 aMJaMJaMJ                      

(5) 

 Axele principale de inerţie (figura R 14.1.4) formează cu axa Ox unghiurile 

21,  şi 3  date de relaţiile: 

414,2,614,0
2

2
1

1 






yx

x

yx

x

J

JJ
tg

J

JJ
tg   

23


   (a treia axă principală de inerţie coincide cu Oz). 

 

R 14.2) Pentru sistemul de corpuri din figura R 14.2.1, format din două discuri omogene 

de rază R şi masă M şi patru bare omogene de lungime l şi masă m, să se determine 

momentele de inerţie axiale zyx JJJ ,,  şi momentul de inerţie polar OJ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

             Figura R 14.2.1                                            Figura R 14.2.2 

 

 Rezolvare: Se presupun cunoscute momentele de inerţie pentru o bară omogenă 

de masă m şi lungime l, respectiv pentru un disc omogen de masă M şi rază R (figura R 

14.2.2): 
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0,
12

,0,
12
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 xzzyyxzyxO JJJ
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J , 

0,
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 xzzyyxyxzO JJJ
RM

JJ
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JJ . 

 Pentru corpul din figura R 14.2.1 avem că 



6

1i
xix JJ , unde: 
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JJ xx  , 2
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43 12
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65 24
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
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l
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JJ xx . 

 Rezultă:  
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(1) 

 Datorită simetriei putem scrie că: 

                                                               xy JJ                                                                  

(2) 

 Totodată, 



6

1i
ziz JJ , unde: 

2
,0

2

65
22

4321

RM
JJRmRmJJJJ zzzzzz  . 

 Obţinem astfel că: 

                                                        24 RmMJ z                                                           

(3) 

 În fine, momentul de inerţie polar are valoarea: 

                                   22
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
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                            

(4) 

 

R 14.3) Se dă o placă omogenă în formă de suprafaţă conică de masă M, rază a bazei R şi 

înălţime h (figura R 14.3.1). Se cer: 

a) Momentele de inerţie faţă de axele sistemului de coordonate cu originea în 

vârful conului şi având drept axă Oz axa conului; 

b) Să se scrie matricea momentelor de inerţie; 

c) Momentele de inerţie faţă de axele sistemului de coordonate cu originea în 

centrul C al maselor şi având drept axă Cz axa conului. Să se scrie matricea 

momentelor de inerţie faţă de acest sistem. 

 

 

 

 

 

 

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  Figura R 14.3.1                            Figura R 14.3.2 

 

 Rezolvare: a) Din motive de simetrie avem yx JJ  , astfel că se vor determina 

doar momentele de inerţie xJ  şi zJ  date de relaţiile: 

                                   
Dx dAzyJ 22    ,   

Dz dAyxJ 22                             

(1) 

unde 
GR

M

A

M


   reprezintă densitatea superficială. 

 Pentru calculul celor două integrale se împarte suprafaţa conică în elemente 

infinitezimale (figura R 14.3.2). Poziţia unui astfel de element este dată prin 

coordonatele: 

                                           zzryrx  ,sin,cos                                        

(2) 

iar elementul de arie prin ddlrdA . Deoarece OABBOA  ''  putem scrie că 

l

G

z

h

r

R
 , de unde rezultă: 

                                    ddzz
h

GR
dAdz

h

G
dlz

h

G
lz

h

R
r

2
,,,                              

(3) 

 Înlocuind aceste relaţii în formulele (1) se obţine: 

 














Dx ddzzzz
h

R

h

GR
J 

 222

2

2

2
sin  









 




 2

00

3
2

00

3

2

22

00

3

2

2

2
2cos

22
ddzzddzz

h

R
ddzz

h

R

h

GR hhh

 

                                                          22 2
4

hR
M

 .                                                        

(4) 

2

22

00

3

4

3
3

4

3 RM
ddzz

h

GR
ddzz

h

GR
J

h

Dz  








. 

b) Din motive de simetrie putem afirma că: 

                                                       0 zxzyyx JJJ                                                      

(5) 

astfel încât matricea momentelor de inerţie este: 
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                                 

 

 





























2
00

0
4

2
0

00
4

2

2

22

22

RM

hRM

hRM

J                                   

(6) 

c) Se utilizează formula lui Steiner şi se obţine: 

                 
 



















9

2

49

4

4

2 2
2

222
2 h

R
Mh

M
hRM

OCMJJ xx C
                 

(7) 

2
0,

9

2

4

2
2

2
22 RM

MJJ
h

R
M

OCMJJ zzyy CC














 . 

 Din motive de simetrie :  

                                             0
CCCCCC xzzyyx JJJ                                                

(8) 

 Matricea momentelor de inerţie rămâne diagonală: 

                              

 

 





























2
00

0
4

9/2
0

00
4

9/2

2

22

22

RM

hRM

hRM

JC                             

(9) 

 

14.7. Probleme propuse 
 

14.7.1. Teste clasice 
 

TC 14.1) Se consideră sistemul de puncte materiale din figura TC 14.1, plasat în puncte 

ale suprafeţei paralelipipedului dreptunghic [ABCDA‟B‟C‟D‟] de laturi aADAB 2  şi 

aAA 4' . Cunoscând masa m, să se determine: 

 

a) Momentele de inerţie axiale zyx JJJ ,,  şi centrifugale zzzyyx JJJ ,, ; 

b) Momentul de inerţie polar OJ  şi momentele de inerţie planare 

xzOzyOyxO JJJ ,, . 

 

 

 

 

1
2

3

4

m

m4

m2

m2

A

A

D

D

z

yO

x

B

B

C

C

 
O

y

x

z



R

O

rdrr 

H

 Δ  
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Figura TC 14.1                                            Figura TC 14.2 

 

TC 14.2) Să se determine momentul de inerţie pentru un cilindru circular drept omogen 

de masă M, rază a bazei R şi înălţime H  în raport cu axa sa de simetrie (figura TC 14.2). 

 

TC 14.3) Să se calculeze momentele de inerţie ale unei sfere omogene de rază R şi masă 

M faţă de planele de simetrie şi faţă de punctul O (figura TC 14.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                     

 

 

 

Figura TC 14.3                                               Figura TG 14.1 

 

14.7.2. Teste grilă 
 

TG 14.1) Să se determine momentul de inerţie al unei bare drepte AB, de lungime L, la 

care densitatea variază liniar de la valoarea 1  (în capătul A) la valoarea 2  (în capătul 

B), faţă de centrul C al barei. 

a) 
 

12

3 3
12 L

J C

 
   ;  b) 

 
6

3 3
12 L

J C

 
   ;  c) 

 
24

3 3
12 L

J C

 
   ; 

d) 
 

12

3 3
12 L

J C

 
  

 

TG 14.2) Care este valoarea momentului de inerţie polar OJ .al unei plăci plane 

omogene în formă de sector circular de rază R, unghi la centru 2  şi densitate 

superficială  . 

O

x

z

y

R
x dxx 

y

 
z

y

x

x dx

A B

l
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a) 
6

4 R
J O   ;  b) 

2

4 R
J O   ;  c)  22 RJ O   ;  d) 

12

4 R
J O . 

 

14.8. Indicaţii şi răspunsuri 
 

TC 14.1) a) Se aplică formulele (14.2) şi (14.4) din subcapitolul 14.1. Calculul se face cu 

ajutorul tabelului de mai jos, în care s-au trecut masele şi coordonatele celor patru puncte 

materiale.  

 

Nr. crt. 
im  ix  iy  iz  

1 2 m 0 - a 2 a 

2 4 m a a 4 a 

3 m - a 0 4 a 

4 2 m 0 a 0 

 

 Se obţin valorile: 
222 96,93,13 amJamJamJ zyx   

222 12,12,4 amJamJamJ xzzyyx  . 

 

b) Pentru obţinerea momentului de inerţie polar OJ  şi a momentelor planare 

xzOzyOyxO JJJ ,,  se utilizează formulele (14.1) şi (14.3). Rezultă: 

2222 8,88,5,101 amJamJamJamJ xzOzyOyOxO  . 

 

TC 14.2) Se împarte cilindrul în elemente infinitezimale de tipul celor din figura TC 14.2 

şi se obţine: 

  22
2

24
2

0

2 RMRH
drlrrdmrJ

R 
 , 

deoarece HRVM 2  . 

 

TC 14.3) Se consideră o împărţire a sferei în elemente infinitezimale ca în figura TC 

14.3. Datorită simetriei putem scrie că xzOzyOyxO JJJ  . Dar: 

 
D

2

D

2

D

2
zyO

dVx
V2

M
dVxdmxJ , şi  

32222 R
3

2
V,xRy,dxydV  , 

astfel că 
2

5

1
RMJ zyO  . Momentul de inerţie polar al sferei este egal cu: 

  2222

5

3
RMJJJdmzyxJ xzOzyOyxODO   . 
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TG 14.1) Legea de variaţie a densităţii pe bară este  
1

12



 


 x

L
x . Deoarece 

pe bară y = z = 0, din (14.7) deducem: 

 

















L

ABABA

L
dxxx

L
dxxdmxJ

0

3
122

1
1222

12

3 



  

 Din formula lui Steiner obţinem: 

 
24

3 3
122 L

ACMJJ AC

 
 , 

deoarece 
2

L
AC   iar  

 
2

21

0

L
dxxdmM

L

AB





  . Răspuns corect: c). 

 

TG 14.2) Deoarece placa se află în planul Oxy (z = 0), din (14.7) găsim că: 

    
DDO dAyxdmyxJ 2222  . 

 Se poate folosi sistemul de coordonate polare  ,r  pentru care: 

 ddrrdAryrx  ,sin,cos  

 Se obţine : 

2

4

0

3 






R
ddrrJ

R

O  


. 

Răspuns corect: b). 

 

 

 
15. Teoremele generale în dinamica sistemelor de puncte materiale  

şi a solidului rigid 
 

15.1. Teorema impulsului 
 

15.1.1. Impulsul unui sistem de puncte materiale şi al unui solid rigid 

 

 Impulsul unui punct material de masă m, care are viteza 


v , este un vector 

coliniar şi de acelaşi sens cu viteza 


v , definit prin relaţia: 

                                                                


 vmH
def

                                                       

(15.1) 

 Pentru un sistem de puncte materiale de mase nim i ,1,  , şi viteze niv i ,1, 


, 

impulsul sistemului este egal cu suma vectorială a impulsurilor punctelor materiale din 

care este alcătuit sistemul: 
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                                                             





n

i
ii

def

vmH
1

                                                 

(15.2) 

 Impulsul unui solid rigid este definit prin relaţia: 

                                                              



D

def

dmvH                                                  

(15.3) 

unde integrala se consideră pe întreg domeniul (D) ocupat de rigid. 

 

Observaţii: i) Unitatea de măsură pentru impuls în sistemul SI este 1 smkg . 

ii) Având în vedere relaţia de definiţie a poziţiei centrului de masă, 














n

i
i

n

i
ii

C

m

rm

r

1

1
, şi de 

definiţia (15.2), putem scrie că: 

CC

n

i
ii

n

i

i
i vMrM

td

d
rm

td

d

td

rd
mH




























 

11

. 

 Expresia  

                                                              CvMH


                                                        

(15.4) 

unde 



n

i
imM

1

este masa iar Cv


 viteza centrului de masă, arată că impulsul unui 

sistem de puncte materiale poate fi considerat ca impulsul centrului de masă în care se 

presupune concentrată întreaga masă a sistemului. 

iii) Demonstraţiile din acest capitol se fac pentru cazul sistemului de puncte materiale dar 

ele rămân valabile şi în cazul solidului rigid. 

 

15.1.2. Teorema impulsului. Teorema mişcării centrului de masă. 

 

Teorema impulsului (enunţ): Derivata în raport cu timpul a impulsului unui 

sistem de puncte materiale sau rigid este egală cu suma forţelor exterioare care acţionează 

asupra sistemului sau rigidului: 

                                                            





 extFH                                                        

(15.5) 

 Demonstraţie: Se consideră un sistem de n puncte materiale de mase nim i ,1,  , 

şi acceleraţii nia i ,1, 


, aflate în interacţiune (figura T 15.1). Asupra punctului iA  

acţionează două categorii de forţe: 

- forţe exterioare, înlocuite prin rezultanta lor iF


; 
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-     forţe interioare, ijnjiF ji 


,,1,, , adică forţele cu care celelalte puncte 

ale sistemului acţionează asupra punctului iA . Conform principiului acţiunii şi 

reacţiunii forţele interioare sunt două câte două direct opuse, adică: 

 


 0,0 ijjjiiijji FrFrFF        

(15.6) 

Izolând punctele sistemului şi scriind pentru fiecare ecuaţia fundamentală a 

dinamicii se obţin ecuaţiile: 

 

                            niFFFFFam nijiiiiii ,1,......21 


                         

(15.7) 

 Însumând membru cu membru cele n relaţii (15.7) găsim că: 

 

                                           
















n

i

n

ij
j

ji

n

i
i

n

i
ii FFam

1 111

                                             

(15.8) 

 În baza primei relaţii (15.6), ultima sumă din (15.8) este nulă. În plus: 

                            


















  H
td

Hd
vm

dt

d

td

vd
mam

n

i
ii

n

i

i

i

n

i
ii

111

                             

(15.9) 

 Deci : 

                                                  








 ext

n

i
i FFH

1

                                                  

(15.10) 

 

 În proiecţii pe axele reperului cartezian Oxyz, relaţia (15.10) se scrie: 

                              





n

i
xix FH

1

   , 





n

i
yiy FH

1

   , 





n

i
ziz FH

1

                              

(15.11) 

 

 Teorema mişcării centrului de masă (enunţ): Centrul de masă al unui sistem 

de puncte materiale sau rigid se mişcă la fel ca un punct în care este concentrată toată 

masa sistemului (rigidului) şi asupra căruia acţionează toate forţele exterioare: 

 

                                                         


 extC FaM                                                  

(15.12) 
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 Demonstraţie: Derivând relaţia CvMH


  în raport cu timpul t găsim că 

CC aMvMH








 . Din (15.10) găsim apoi că 


 extC FaM . 

 

Observaţie: Teorema impulsului şi teorema mişcării centrului de masă nu sunt teoreme 

independente. Teorema mişcării centrului de masă reprezintă o altă formă de prezentare a 

teoremei impulsului. 

 

15.1.3. Teorema conservării impulsului 

 

 Teorema conservării impulsului (enunţ) : Dacă în timpul mişcării sistemul de 

puncte materiale (rigidul) este izolat sau dacă suma forţelor exterioare este nulă, atunci 

impulsul sistemului (rigidului) se conservă. 

 Demonstraţie: Deoarece 


 0extF  , din (15.5) găsim că 





 0H , adică 

CvMH


 = constant. 

 

Observaţie: În multe cazuri practice rezultanta forţelor exterioare are nulă doar 

componenta după o singură axă, ceea ce va conduce la conservarea impulsului doar după 

acea axă. Dacă această axă este Ox, atunci: 

 

                                            xCxextx vMHF 0, constant                        

(15.14) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           Figura T 15.1                                     Figura T 15.2 

 

 

 

15.2. Teorema momentului cinetic 
 

15.2.1. Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale şi al unui solid rigid. 

Teorema lui Koenig pentru moment cinetic. 
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
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 Momentul cinetic al unui punct material de masă m, care se mişcă cu viteza 


v  , 

calculat în raport cu un punct fix O, este momentul vectorului impuls 


 vmH  al 

punctului calculat în raport cu punctul O: 

                                                     


 vmrHrK
def

O                                          

(15.15) 

 Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale de mase nim i ,1,  , şi 

viteze niv i ,1, 


, în raport cu un punct fix O, se obţine cu relaţia: 

                                                 









n

i
iii

n

i
iO

def

O vmrKK
11

                                  

(15.16) 

 Momentul cinetic al unui solid rigid se defineşte prin relaţia: 

                                                         



D

def

O dmvrK                                             

(15.17) 

unde integrala se extinde pe întreg domeniul (D) ocupat de rigid. 

 

 Teorema lui Koenig pentru moment cinetic (enunţ): Momentul cinetic al unui 

sistem de puncte materiale sau al unui rigid în raport cu un punct fix 1O  este egal cu 

suma dintre momentul cinetic în raport cu 1O  al centrului de masă în care se presupune 

concentrată toată masa sistemului (rigidului) şi momentul cinetic al sistemului (rigidului) 

în mişcarea sa relativă în raport cu centrul de masă: 

                                                       CCCO KvMrK



1

                                      

(15.18) 

Demonstraţie: Se consideră sistemul de puncte materiale niA i ,1,  , de mase 

nim i ,1,  . El este raportat la sistemul cartezian xyzO1  şi la un sistem cartezian 

CCC zyxC  cu originea în centrul de masă şi axele paralele cu ale sistemului xyzO1  

(figura T 15.2). Între vectorii de poziţie ai punctului iA  faţă de cele două repere există 

relaţia: 

                                                              '
iCi rrr



                                                 

(15.19) 

 Prin derivare în raport cu timpul, din (15.19) se obţine: 

                                                              '
iCi vvv



                                                 

(15.20) 

 Din (15.16), (15.19) şi (15.20) găsim că: 


















  





 

 n

i
iiC

n

i

n

i
CiCiCiiCO vmrvmrvvmrrK

1

'

1 1
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









n

i
iii

n

i
Cii vmrvmr

1

''

1

'  

 Însă: 

CCC

n

i
iC

n

i
CiC vMrvmrvmr



















 

11

 

                                         


















  0

1

'

1

'
n

i
iiC

n

i
iiC rm

td

d
rvmr                           

(15.21) 

 














 0

1

''
C

n

i
iiCii vrmvmr   ,   C

n

i
iii Kvmr








1

'  

 S-a ţinut cont de faptul că CC

n

i
ii MSrm







 
1

'  este momentul static polar 

faţă de centrul de masă. El este nul deoarece 


 0C (vectorul de poziţie al punctului C 

faţă de reperul CCC zyxC ). 

 Din (15.20) şi (15.21) găsim acum (15.18). 

 

 

15.2.2. Expresii ale momentului cinetic în diferite mişcări particulare ale rigidului 

 

15.2.2.1. Mişcarea de translaţie 

 

 În mişcarea de translaţie vitezele tuturor punctelor rigidului la un moment dat 

sunt egale între ele şi egale cu viteza centrului de masă. Neexistând mişcare relativă faţă 

de centrul de masă, avem: 

                                                CCOC vMrKK



1

,0                                 

(15.22) 

 Momentul cinetic al rigidului în raport cu punctul 1O , în mişcarea de translaţie, 

se obţine ca şi cum întreaga masă a rigidului ar fi concentrată în centrul de masă şi s-ar 

deplasa cu viteza acestuia. 

 

15.2.2.2. Mişcarea de rotaţie 

 

 În mişcarea de rotaţie viteza unui punct iA  se obţine cu relaţia ii rv


  . 

Vom considera cazul general în care axa de rotaţie are o direcţie oarecare faţă de un 

triedru mobil solidar cu rigidul. Vectorul viteză unghiulară 


  şi vectorul de poziţie ir


 

sunt daţi prin: 


 kzjyixrkji iiiizyx ,  

 Avem succesiv: 
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     






 kxyjzxiyz

zyx

kji

rv iyixixiziziy

iii

zyxii   













n

i
iyixixiziziy

iiiiii

n

i
iiiO

xyzxyz

zmymxm

kji

vmrK
11

1



 

 Proiecţia xK  a momentului cinetic 
1OK



 pe xO1  va fi: 

   





ziiiyiiixiii

n

i iyixixiz

iiii

x zxmyxmzym
xyzx

zmym
K 


22

1

 

zzxyyxxx JJJ   . 

 Procedând similar pe direcţiile yO1  şi zO1  obţinem următoarele proiecţii ale 

momentului cinetic în mişcarea de rotaţie: 

zzxyyxxxx JJJK      , zzyyyxxyy JJJK    

                                              zzyyzxxzz JJJK                                     

(15.23) 

 

Cazuri particulare: 

1) Dacă axa zO1  coincide cu axa de rotaţie, atunci   zyx ,0 . Proiecţiile 

momentului cinetic devin: 

                                    zzzyyzxx JKJKJK  ,,                      

(15.24) 

2) Dacă axa zO1  coincide cu axa de rotaţie iar rigidul este corp de revoluţie 

 0 zyzx JJ , atunci momentul cinetic are direcţia axei de rotaţie: 

                                                


  zzzO JkJkKK
1

                                   

(15.25) 

 

15.2.2.3. Mişcarea rigidului cu punct fix 

 

 În mişcarea rigidului cu punct fix (mişcarea sferică) viteza unui punct arbitrar iA  

are aceiaşi formă cu cea din mişcarea de rotaţie astfel încât expresiile (15.23) ale 

proiecţiilor momentului cinetic rămân valabile. Vectorul 


  nu mai păstrează însă 

suportul fix. 

 Dacă axele reperului mobil Oxyz se aleg astfel încât să coincidă cu axele 

principale de inerţie în raport cu punctul fix O1 , atunci: 

321 ,,,0 JJJJJJJJJ zyxzxzyyx   
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iar 

                                         


 kJjJiJK zyxO  321                                   

(15.26) 

 21 , JJ  şi 3J  sunt momentele de inerţie principale în raport cu 1O . 

 

15.2.2.4. Mişcarea elicoidală şi mişcarea plan-paralelă 

 

 Deoarece în aceste mişcări particulare distribuţia de viteze se obţine prin 

însumarea vectorială a două distribuţii de viteze, una corespunzătoare unei mişcări de 

translaţie şi cealaltă unei mişcări de rotaţie, momentul cinetic în raport cu originea 

reperului fix se obţine analog: 

                                               rotatieOtranslatieOO KKK ,, 111



                                    

(15.27) 

 

15.2.3. Teorema momentului cinetic în mişcarea unui sistem de puncte materiale sau a 

unui rigid în raport cu un reper fix 

 

 Teorema momentului cinetic (enunţ) : Derivata în raport cu timpul a 

momentului cinetic al unui sistem de puncte materiale (rigid) calculat în raport cu un 

punct fix 1O  este egală cu suma momentelor forţelor exterioare care acţionează asupra 

sistemului (rigidului), momente calculate în raport cu acelaşi punct fix: 

                                                          




 extOO MK ,11
                                             

(15.28) 

Demonstraţie: Se consideră sistemul de puncte materiale niA i ,1,  , studiat în 

paragraful 15.1.2. Se înmulţesc vectorial la stânga relaţiile (15.7) cu nir i ,1,1 


, şi se 

adună relaţiile astfel obţinute: 

                                 
















n

i

n

j
j

jii

n

i
ii

n

i
iii FrFramr

1
1
1

1
1

1
1

1                           

(15.29) 

 În baza celei de-a doua relaţii (15.6) suma dublă din (15.29) este nulă. Prima 

sumă din membrul drept reprezintă chiar momentul rezultant al forţelor exterioare 

calculat în raport cu 1O . În plus, 
























 
















 n

i
ii

i

iii

n

i

i
ii

n

i
iii vm

td

rd
vmr

td

d

dt

vd
mramr

1

1

1
1

1
1

1  

td

Kd
vmvvmr

td

d O
n

i
iii

n

i
iii

1

11
1



















  . 
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suma a doua fiind nulă 






 

iii vmv // . 

 În proiecţii pe axele reperului cartezian fix zyxO1  relaţia (15.28) se scrie: 

                      


extxOx MK ,1
   , 



extyOy MK ,1
   , 



extzOz MK ,1
              

(15.30) 

 

15.2.4. Teorema momentului cinetic în mişcarea unui sistem de puncte materiale sau a 

unui rigid în jurul centrului de masă 

 

 Enunţ: Derivata în raport cu timpul a momentului cinetic al unui sistem de 

puncte materiale (rigid), corespunzător mişcării acestuia în jurul centrului de masă, este 

egală cu momentul rezultant în raport cu centrul de masă al forţelor exterioare care 

acţionează asupra sistemului: 

                                                             





 extCC MK ,                                               

(15.31) 

 

Demonstraţie: Se utilizează relaţiile (15.18), (15.19) şi (15.28). 

 

  






















 n

i
iiCCCCextOO FrrKvMr

td

d
MK

1

'
,11

 


























i

n

i
i

n

i
iCC

C
CC

C
FrFrK

td

vd
MrvM

td

rd

1

'

1

0

  
 

 








 extCCextCCCCCC MKMaMrKaMr ,, . 

 

S-a folosit faptul că 





n

i
iC FaM

1

(teorema mişcării centrului de masă). 

 

15.2.5. Teorema conservării momentului cinetic 
 

 Teorema conservării momentului cinetic (enunţ): Dacă în timpul mişcării 

sistemul de puncte materiale (rigidul) este izolat sau dacă momentul rezultant al forţelor 

exterioare în raport cu 1O  este nul, atunci momentul cinetic al sistemului (rigidului) în 

raport cu punctul 1O  se conservă. 
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Demonstraţie: Deoarece 


 0,1 extOM , din (15.28) se obţine că 





 0
1OK , 

adică constant.
1




OK  

 

Observaţie: Dacă numai una din proiecţiile momentului rezultant al forţelor exterioare 

este nulă, atunci momentul cinetic se conservă numai în raport cu axa respectivă. Astfel: 

 

xOextxO KM
11

0,  = constant. 

 

 

 

15.3. Teorema energiei cinetice şi a lucrului mecanic 
 

15.3.1. Energia cinetică a unui sistem de puncte materiale şi a unui solid rigid. 

Teorema lui Koenig pentru energie cinetică. 

 

 Prin definiţie, energia cinetică a unui punct material de masă m şi viteză 


v  este 

dată prin relaţia: 

                                                             2

2

1
vmE

def

                                                     

(14.32) 

 Pentru un sistem de puncte materiale de mase nim i ,1,  , şi viteze niv i ,1, 


, 

energia cinetică se defineşte prin relaţia: 

                                                          



n

i
ii

def

vmE
1

2

2

1
                                                 

(14.33) 

 Energia cinetică a unui solid rigid se defineşte prin relaţia: 

 

                                                           
D

def

dmvE 2

2

1
                                                

(14.34) 

unde integrala se consideră pe întreg domeniul ocupat de acesta. 

 

 Teorema lui Koenig pentru energie cinetică (enunţ): Energia cinetică a unui 

sistem de puncte materiale (rigid) aflat în mişcare este egală cu suma dintre energia 

cinetică a centrului de masă în care se presupune concentrată întreaga masă a sistemului 

(rigidului) şi energia cinetică în mişcarea relativă a sistemului (rigidului) în jurul centrului 

de masă. 

                                                            '
2

1 2 EvME C                                               

(14.35) 
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Demonstraţie: Se consideră sistemul de puncte materiale studiat în paragraful 

15.2.1. (vezi şi figura T 15.1). Folosind definiţia (15.33) şi relaţia (15.20) găsim că: 

 



















2

'

11

2

1

2

2

1

2

1

2

1
iC

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii vvmvmvmE  




















n

i
ii

n

i
iiC

n

i
iC

n

i
iiCCi vmvmvmvvvvvm

1

2'

1

'

1

2

1

2''2

2

1

2

1
2

2

1
. 

Observând că Mm
n

i
i 

1

(masa sistemului), 






 0
1

'
n

i
ii vm  şi că 





n

i
ii Evm

1

2'
'

2

1
(energia cinetică în mişcarea relativă a sistemului în jurul centrului de 

masă), se obţine relaţia (15.35). 

 

15.3.2. Lucrul mecanic elementar şi lucrul mecanic finit al unei forţe 
 

 Prin definiţie, lucrul mecanic elementar efectuat de forţa 


F  este egal cu: 

                                      



















rdFrdFrdFLd
def

,cos                                  

(15.36) 

unde 


rd  reprezintă deplasarea elementară a punctului de aplicaţie al forţei. 

 Folosind exprimarea analitică a vectorilor 


F  şi 


rd , în funcţie de proiecţiile lor 

pe axele unui reper cartezian Oxyz, putem scrie că: 

                                           dzFdyFdxFLd zyx                                          

(15.37) 

 Lucrul mecanic finit corespunzător unei forţe variabile 


F  şi unei deplasări finite 

între două poziţii A şi B se defineşte prin relaţia: 

                             


AB zyxAB

def

AB dzFdyFdxFrdFL                         

(15.38) 

 Lucrul mecanic corespunzător unui cuplu de forţe, de moment 


M , şi unei 

deplasări unghiulare  21,  se defineşte prin relaţia: 

                               


























2

1

2

1

,cos dMdMdML
def

AB                         

(15.39) 

 

15.3.3. Forme ale energiei cinetice în diferite mişcări particulare ale rigidului 
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15.3.3.1. Mişcarea de translaţie 

 

 Deoarece toate punctele au aceiaşi viteză la un moment de timp dat rezultă că: 

                              2

1

2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

1

2

1
C

n

i
iC

n

i
Ci

n

i
ii vMmvvmvmE  



               

(15.40) 

unde 



n

i
imM

1

este masa rigidului iar Cv


 viteza centrului de masă. 

 

15.3.3.2. Mişcarea de rotaţie 

 

 Într-o mişcare de rotaţie toate punctele se mişcă cu aceiaşi viteză unghiulară 


  

iar modulul vitezei punctului iA  este ii lv  , unde il  este distanţa de la punct la axa 

de rotaţie. Din (15. 33) găsim că: 

                         2

1

22

1

22

1

2

2

1

2

1

2

1

2

1
 



  JlmlmvmE
n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii               

(15.41) 

unde J  este momentul de inerţie în raport cu axa de rotaţie  . 

 

15.3.3.3. Mişcarea rigidului cu punct fix 

 

 Componentele vitezei punctului  
iiii zyxA ,,  sunt: 

ziyixi yzv      , xiziyi zxv      , yixizi xyv   . 

 Observând că 2222
ziyixii vvvv  , din (15.33) se obţine că: 

       
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
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i
iiiyx

n

i
iiixz

n

i
iiizy yxmxzmzym

111

 . 

 Deci: 

             yxyxxzxzzyzyzzyyxx JJJJJJE   222

2

1

2

1

2

1
  

(15.42) 

 

 Dacă axele reperului mobil Oxyz (O punct fix) sunt axe principale de inerţie 

 
321 ,,,0 JJJJJJJJJ zyxxzzyyx  , atunci: 
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                                           2
3

2
2

2
1 2

1

2

1

2

1
zyx JJJE                                     

(15.43) 

 

15.3.3.4. Mişcarea elicoidală 

 

 Componentele vectorului viteză al punctului  
iiii zyxA ,,  pe axele reperului 

mobil Oxyz sunt: 

Oziiyiixi vvxvyv  ,,   

astfel încât: 
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                             22
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n
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n

i
iii vMJmvyxm  



                

(15.44) 

unde J  este momentul de inerţie al rigidului în raport cu axa mişcării elicoidale şi M 

este masa rigidului. 

 

15.3.3.5. Mişcarea plan – paralelă 

 

 Componentele carteziene ale vectorului viteză al punctului  
iiii zyxA ,,  pe axele 

unui triedru mobil, solidar cu rigidul, şi având planul Oxy paralel cu planul fix la care se 

raportează mişcarea iar originea O chiar în centrul maselor C, sunt: 

0,,  ziiyOyiixOxi vxvvyvv   

astfel încât: 
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  , 

unde 
C

J  este momentul de inerţie al rigidului în raport cu o axă ce trece prin centrul de 

masă şi este perpendiculară pe planul fix iar M este masa rigidului. S-a ţinut cont de 

faptul că 0
11




n

i
ii

n

i
ii ymxm , aceste sume reprezentând momentele statice al 

rigidului în raport cu planele Cxz şi Cyz (a se vedea teorema momentelor statice). 

 

15.3.4. Teorema energiei cinetice şi a lucrului mecanic în mişcarea unui sistem de 

puncte materiale sau rigid faţă de un punct fix 
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 Enunţ (cazul sistemului de puncte materiale) : Variaţia energiei cinetice a unui 

sistem de puncte materiale într-un interval de timp infinitezimal este egală cu suma dintre 

lucrul mecanic elementar al forţelor exterioare şi lucrul mecanic elementar al forţelor 

interioare, efectuate în acelaşi interval de timp: 

 

                                                           intdLdLdE ext                                               

(15.46) 

 

Demonstraţie: Se consideră sistemul de puncte materiale studiat în paragraful 14.1.2. 

Înmulţind scalar relaţiile (15.7) cu diferenţialele vectorilor de poziţie nird i ,1,1 


, şi 

adunând relaţiile astfel obţinute se găseşte că: 
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(15.47) 

 Cei doi termeni din membrul drept al relaţiei (15.47) reprezintă lucrul mecanic 

al forţelor exterioare, respectiv lucrul mecanic al forţelor interioare ce acţionează 

asupra sistemului: 
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48) 

 În plus: 
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 Din (15.46 – 15.48) se obţine (15.46). 

 

 Prin integrarea relaţiei (15.46) între două momente de timp 0t  şi 1t  se obţine 

teorema energiei cinetice şi a lucrului mecanic sub formă finită: 

 

                                                       int
101001   LLEE ext                                           

(15.50) 

 

 În general lucrul mecanic elementar al forţelor interioare nu este nul, deşi forţele 

interioare sunt două câte două direct opuse. Considerând perechea de forţe interioare jiF


 

şi ijF


, jinji  ,,1, , lucrul mecanic corespunzător este: 
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dtvFdtvvFrdrdFrdFrdFdL jijijijijijijijiji




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












 1111int  

deoarece ijji FF


  şi 
td

rd
v

i

i

1





 . S-a notat cu jiv


 viteza relativă a punctului iA  

faţă de punctul jA . 

 Pentru ca 0intdL  este necesar ca 0


jiji vF . Acest lucru se întâmplă dacă: 

 

1) 


 0jiF  - nu există interacţiune între iA  şi jA ; 

2) 


 0jiv  - punctul iA  are aceiaşi viteză cu punctul jA  (cazul a două corpuri 

care se rostogolesc unul peste celălalt fără ca să alunece); 

3) jiji vF


  - forţa interioară între punctele iA  şi jA  este perpendiculară pe 

viteza lor relativă (cazul în care distanţa iA jA  rămâne constantă în timpul 

mişcării, iar punctul jA  descrie o mişcare pe o sferă cu centrul în iA  . Viteza 

jiv


 va fi perpendiculară pe raza sferei, adică pe dreapta iA jA  care este 

suportul forţei jiF


). 

 

În particular, dacă sistemul este un solid rigid (distanţa dintre oricare două puncte 

nu se modifică în timpul mişcării) lucrul mecanic al forţelor interioare este nul. 

 

Se obţine astfel următorul enunţ al teoremei energiei cinetice şi a lucrului 

mecanic: 
Enunţ (cazul rigidului): Variaţia energiei cinetice a unui solid rigid într-un interval de timp 

infinitezimal este egală cu lucrul mecanic elementar al forţelor exterioare care acţionează 

asupra rigidului în acelaşi interval de timp: 

                                                             extdLEd                                                       

(15.51) 

 

 Sub formă finită relaţia (15.51) se scrie ca: 

                                                           10
01

 extLEE                                                   

(15.52) 

 

15.3.5. Teorema energiei cinetice şi a lucrului mecanic în mişcarea unui sistem de 

puncte materiale sau rigid faţă de centrul de masă 
 

 Enunţ (cazul sistemului de puncte materiale) : Variaţia energiei cinetice a unui 

sistem de puncte materiale în mişcarea acestuia în jurul centrului său de masă este egală 
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cu lucrul mecanic al forţelor exterioare şi lucrul mecanic al forţelor interioare aplicate 

sistemului, calculate cu deplasările relative faţă de centrul de masă: 

 

                                                         '
int

'' dLdLEd ext                                             

(15.53) 

Demonstraţie: Se utilizează teorema lui Koenig pentru energie cinetică şi relaţia (15.20) 

(vezi şi paragraful 15.3.1). Din (15.35) şi (15.46) găsim: 
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(15.54) 
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astfel încât din (15.54) se obţine (15.53). 

 

Observaţie: În cazul rigidului, 0'
intdL , astfel încât relaţia (15.53) se reduce la 

                                                             '' extdLdE                                                       

(15.55) 

ceea ce înseamnă că teorema energiei cinetice şi a lucrului mecanic în mişcarea rigidului 

faţă de centrul său de masă va avea aceiaşi formă ca la mişcarea sa faţă de un punct fix 

(acelaşi lucru este valabil şi pentru un sistem de puncte materiale). 

15.3.6. Conservarea energiei mecanice 
 

 Fiind dată o forţă 


 kFjFiFF zyx , ea se numeşte forţă conservativă 

dacă există o funcţie scalară ),,(,: 3 zyxUURRU   astfel încât: 
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
    , 
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U
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    , 

z

U
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                                

(15.56) 
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 Funcţia U se numeşte funcţie de forţă. Forţa 


F  şi lucrul său mecanic elementar 

capătă forma: 
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(15.57) 
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(15.58) 

 Să considerăm un sistem de puncte materiale la care fiecare forţă interioară 

derivă dintr-o funcţie de forţă. 

 Astfel, pentru perechea de forţe interioare jiF


, ijF


, jinji  ,,1, , există 

funcţia  
jjjiiiji zyxzyxU 111111 ,,,,,  astfel încât: 
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 Lucrul mecanic elementar al forţelor interioare este: 
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unde 






n

i

n

ij
j

jiUU
1 1

 este funcţia de forţă a sistemului şi depinde de poziţiile punctelor 

care formează sistemul. 

 Definim energia potenţială a sistemului prin relaţia: 

                                                                  UV
def

                                                     

(15.60) 

astfel încât: 

                                                               dVdL int                                                   

(15.61) 

 Relaţia (15.46) (forma matematică a teoremei energiei cinetice şi a lucrului 

mecanic) devine: 

                                         dVdLdE ext   sau    
extdLVEd                             

(15.62) 

 Suma 

                                                              mec

def

EVE                                                 

(15.63) 

poartă numele de energie mecanică a sistemului. 

 Dacă 0extdL , se obţine: 



 263 

                                                     VEEmec constant                                           

(15.64) 

 Relaţia (15.64) reprezintă teorema conservării energiei mecanice. Enunţul său 

este: 

 Dacă lucrul mecanic elementar al forţelor exterioare care acţionează asupra 

unui sistem conservativ este nul într-un interval de timp, atunci energia mecanică a 

sistemului este constantă în acel interval. 

 

15.4. Probleme rezolvate 
 

R 15.1) Un cilindru, având dimensiunile din figura R 15.1.1 şi greutatea G = 5000 N, este 

aşezat pe un plan orizontal. Să se determine lucrul mecanic necesar răsturnarii cilindrului 

în jurul punctului A de intersecţie a unei generatoare cu planul orizontal. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 15.1.1                            Figura R 15.1.2 

 

 Rezolvare: Pentru a răsturna cilindrul este necesar ca acesta să fie adus cu 

diagonala AC în poziţie verticală (figura R 15.1.2). Centrul de greutate se ridică de la 

înălţimea mh 8,01  la înălţimea mRhh 16,08,0 2222
12  . Lucrul mecanic 

necesar răsturnării va fi:     JhhGL 100018,0500012  . 

 

R 15.2) Un con circular drept de greutate G, având înălţimea h şi raza r = h / 3, se 

rostogoleşte fără să alunece pe un plan orizontal în jurul vârfului său fix (figura R 15.2.1). 

Să se determine energia cinetică a conului dacă acesta se roteşte în jurul axei verticale ce 

trece prin O cu viteza unghiulară constantă srad /4  . 
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Figura R 15.2.1                                           Figura R 15.2.2 

 

 Rezolvare: Mişcarea solidului cu punct fix se studiază în raport cu sistemul 

cartezian Oxyz având originea O în vârful conului şi axa Oy în lungul axei de simetrie a 

conului (figura R 15.2.2). Energia cinetică este dată de relaţia: 

             
xzxzzyzyyxyxzzyyxx JJJJJJE  222

2

1 222            

(1) 

unde zyx  ,,  sunt proiecţiile vectorului viteză unghiulară pe axele sistemului Oxyz. 

Viteza unghiulară absolută rezultă în urma unei compuneri de rotaţii concurente, 

1



  a . Din triunghiul vitezelor unghiulare se obţine 





tga , astfel încât 

proiecţiile vitezei unghiulare absolute pe axele reperului cartezian Oxyz vor fi: 

                                   sin,cos,0 azayx                              

(2) 

 Se poate arăta (vezi problemele R 14.1 – R 14.3) că momentele de inerţie axiale 

şi centrifugale pentru conul circular drept raportat la sistemul cartezian Oxyz sunt: 
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 Introducând (2) şi (3) în (1) găsim că: 
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(5) 

R 15.3) Greutăţile 1



P  şi 2



P  sunt legate printr-un fir inextensibil şi de greutate 

neglijabilă, trecut peste scripeţii ficşi B şi D. Atunci când greutatea 2



P  coboară greutatea 

1



P  se ridică pe faţa laterală AB a unei prisme ABDE, de greutate 3



P  (figura R 15.3). 

Unghiul făcut de AB cu orizontala este  . Ştiind că iniţial sistemul celor trei corpuri se 

află în repaus şi neglijând frecările, să se afle deplasarea prismei faţă de duşumea pentru o 

deplasare h a greutăţii 2



P . 
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Figura R 15.3 

 Rezolvare: Asupra sistemului de corpuri acţionează doar forţele de greutate 

(verticale). Centrul de masă nu se deplasează pe verticală. Notând cu 321 ,, CCC  

poziţiile iniţiale ale centrelor de masă ale celor trei corpuri, respectiv prin ',',' 321 CCC  

poziţiile aceloraşi puncte după deplasarea greutăţii 2



P  pe verticală cu distanţa h se 

determină abscisa Cx  a centrului de masă al sistemului corespunzătoare celor două 

poziţii ale acestuia. Se consideră că prisma se deplasează spre stânga cu distanţa x. 

La momentul iniţial:  
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332211

0 PPP

xPxPxP
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La momentul final:  
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
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R 15.4) O placă omogenă de greutate 


G , având frontiera un triunghi dreptunghic ABC 

de catete AB = a şi BC = b, se roteşte în jurul unei axe fixe ce conţine cateta BC (figura 

R15.4.1). În momentul iniţial viteza unghiulară a plăcii este 0 . Fiecare element al 

plăcii întâmpină în timpul mişcării o rezistenţă din partea aerului proporţională cu aria 

elementului şi cu viteza sa, direcţia forţei de rezistenţă fiind perpendiculară pe suprafaţa 

elementului. Cunoscând factorul de proporţionalitate k, să se determine legea de variaţie 

 t   a vitezei unghiulare în mişcarea de rotaţie a plăcii. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                            Figura R 15.4.1                              Figura R 15.4.2 

 

b

C

2
O

G


a

B




1
O

A

x dx

y

1
R


2
R


Rd




 

b

C

2
O

G


a

B

0



1
O

A

 



 266 

 Rezolvare: Notând cu 1



R  şi 2



R  reacţiunile din articulaţiile 1O  şi 2O  şi cu 



Rd  forţa de rezistenţă a aerului care acţionează normal pe elementul dreptunghiular de 

dimensiuni dx, respectiv y, se aplică teorema momentului cinetic în raport cu punctul B şi 

se obţine: 

                           




































A BBBB
B

RdMRMRMRM
td

Kd
21                        

(1) 

unde integrala se extinde pe întreg domeniul ocupat de placă (figura R 15.4.2). 

 Proiectând ecuaţia vectorială (1) pe axa BC şi observând că 


















021 RMRM BCBC  (deoarece axa Bc conţine punctele 1O  şi 2O ) şi că 











0GM BC  (deoarece BC este paralelă cu direcţia greutăţii), rezultă: 

                                                    
DR

BC
dRxM

td

Kd
                                                  

(2) 

 Momentul cinetic al plăcii ABC, aflată în mişcare de rotaţie, se determină cu 

formula: 

                                                              BCBC JK                                                        

(3) 

 Se poate arăta (vezi capitolul 13) că 
g

aG
J BC 6

2

 . Forţa elementară de rezistenţă 

a aerului corespunzătoare unui element de arie dA este 

  dxxxa
a

b
kvdxykvdAkdR  , astfel încât momentul rezultant al forţelor 

rezistente în raport cu axa de rotaţie va fi: 

                                               
b

ak
dxxxa

a

b
kM

a

R 6

3

0

                                   

(4) 

 Din (2-4) se obţine ecuaţia diferenţială cu variabile separabile: 

                                                              


b

a
k

td

d

g

G
                                                    

(5) 

 Soluţia sa particulară (în condiţiile iniţiale 00 ,0  t ) este: 

                                                          







 t

bG

akg
exp0                                              

(6) 

 R 15.5) Pe o bară rectilinie aflată în poziţie verticală se deplasează (în jos) o culisă de 

greutate G = 20 N prinsă prin intermediul unui resort de constantă elastică k = 3 N/m de 

O k

1
l

A

B

0V
A


?V
B


G


h
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1
l
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B

h


M

x

G


el
F


rd
 N


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punctul fix O (figura R 15.5.1). Ştiind că la momentul iniţial culisa se află în repaus în 

punctul A şi că lungimea resortului în stare nedeformată este ml 40 , să se determine 

viteza culisei în punctul B. Se mai cunosc distanţele AB = h = 6 m, OA = ml 81 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 15.5.1                                           Figura R 15.5.2 

 Rezolvare: La momentul de timp t culisa se află în punctul M şi are viteza v. Se 

aplică teorema energiei cinetice şi a lucrului mecanic între momentele de timp la care 

culisa se găseşte în punctele A şi B: 

                                                              BAAB LEE                                                      

(1) 

unde 2

2

1
,0 BBA v

g

G
EE   (figura R 15.5.2). 

 Reacţiunea normală este perpendiculară pe deplasarea 


rd  şi nu produce lucru 

mecanic, lucrul mecanic al greutăţii este mNhGL G
BA 120  iar lucrul mecanic al 

forţelor elastice este dat de relaţia: 

                                        


 AB elAB el

F

BA drFrdFL el cos                                    

(2) 

 Dar 

 
0

22
1

22
1

,,cos lxlklkFdxdr
xl

x

OM

AM
el 


  

astfel încât: 

       

















h
hF

BA mNxllk
xk

dx
xl

x
lxlkL el

0
0

22
10

2

22
1

0
22

1 12
2

  

(3) 

 Se obţine smv B /29,10 . 

R 15.6) Se consideră mecanismul de ridicat din figura R 15.6.1, format din corpuri 

omogene, legate între ele prin fire perfect flexibile şi inextensibile. Frecările sunt 

neglijabile. Pentru ridicarea sarcinii GQ
2

19
  mecanismul este acţionat printr-un cuplu 

M


G4,R2


G,R


54 OO 

2
O

G3,R


Q


?x 

1

2

4

5

G4,R


3
O

3
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de moment RGM
4

87
 . Presupunând că mecanismul porneşte din repaus, să se 

determine legea de mişcare a sarcinii Q. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 15.6.1 

 Rezolvare: Vom folosi, de la caz la caz, teorema mişcării centrului de masă şi / 

sau teorema momentului cinetic. 

 

Corpul de greutate Q (figura R 15.6.2) 
 

 Teorema mişcării centrului de masă proiectată pe Oy: 

                                                              GSa
g

Q
 1                                                          

(1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura R 15.6.2                                       Figura R 15.6.3 

 

Corpul de greutate 3 G (figura R 15.6.3) 

 

 Teorema mişcării centrului de masă proiectată pe Oy: 

                                                    GSSSa
g

G
3

3
1322                                                

(2) 

Q

1
S aa

1


 

2
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3
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2
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 Teorema momentului cinetic în raport cu punctul 2O , proiectată pe zO 2 : 

                                                      RSRSJ O 2322
                                                 

(3) 

 

Corpul de greutate 4G (figura R 15.6.4) 

 

Teorema momentului cinetic în raport cu 3O , proiectată pe zO 3 : 

                                                        RSRSJ O 3433
                                                   

(4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            Figura R 15.6.4                          Figura R 15.6.5 

 

 

Corpul de greutate 5G (figura R 15.6.5) 

 

Teorema momentului cinetic în raport cu 4O , proiectată pe zO 4 : 

                                                RSRSMJ O 2404 2
4

                                             

(5) 

 Dar: 

              
 

g

RG

g

RG

g

RG
J

g

RG
J

g

RG
J OOO 2

17

22

24
,

2
,

2

3 22222

432



                  

(6) 

iar studiul cinematic conduce la relaţiile: 

                                            
R

a

R

a

R

a
aa

3

2
,

3

4
,

3
, 4322                                       

(7) 

 Din (1-7) se obţine acceleraţia greutăţii Q: 

                                                            g
QG

QG
a

641

669




                                                      

(8) 

 

15.5. Probleme propuse 
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15.5.1. Teste clasice 

TC 15.1) Două bărci de greutate 

G  se deplasează în acelaşi sens cu aceiaşi viteză 


v . 

La un moment dat din prima barcă se aruncă spre cea de-a doua o greutate 

P  cu viteza 


u (faţă de bărci). Să se determine vitezele celor două bărci după aruncarea greutăţii, 

respectiv, primirea greutăţii. 

 

TC 15.2) O roată de rază r, care se roteşte cu viteza unghiulară constantă 0 în jurul axei 

sale de simetrie, este apăsată de un sabot de frână AB cu forţa radială constantă F (figura 

TC 15.2.1). Ştiind că momentul de inerţie al roţii în raport cu axa de rotaţie este J şi că 

roata se opreşte după 1t secunde ca urmare a frecării dintre ea şi sabot, se cere : 

a) Coeficientul de frecare   dintre sabot şi roată ; 

b) Numărul de rotaţii efectuat de roată până la momentul opririi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               Figura TC 15.2.1                         Figura TC 15.3.1 

TC 15.3) Peste un scripete ce se roteşte în jurul axei orizontale Oz trece un fir 

inextensibil ce poartă la unul din capete o sarcină de masă m. Celălalt capăt al firului este 

prins de un arc vertical ce are extremitatea B fixă. Forţa de tensiune a arcului este 

proporţională cu alungirea lui, factorul de proporţionalitate fiind k (figura TC 15.3.1). Să 

se determine perioada oscilaţiilor sarcinii ştiind că masa scripetelui este M şi că firul nu 

alunecă pe scripete. 

 

TC 15.4) Se consideră sistemul de corpuri din figura TC 15.4.1, care porneşte din repaus 

sub acţiunea propriilor greutăţi. Discul de greutate Q şi rază R se poate deplasa pe un plan 

orizontal şi este legat prin intermediul unui fir flexibil şi inextensibil de un corp de 

greutate P, aflat pe un plan înclinat cu unghiul  faţă de orizontală. Firul este înfăşurat pe 

discul de rază r al unui troliu şi se desfăşoară de pe discul de rază R al aceluiaşi troliu. 

Momentul de inerţie al troliului în raport cu axa de rotaţie este J. 

 Considerând că discul de greutate Q se rostogoleşte fără să alunece pe planul 

orizontal, coeficientul de frecare de rostogolire fiind s, iar corpul de greutate P se mişcă 

pe planul înclinat cu frecare, coeficientul frecării de alunecare fiind  , să se studieze 

mişcarea greutăţii P şi să se determine acceleraţia sa. 
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Figura TC 15.4.1                                      Figura TC 15.5.1 

 

TC 15.5) O placă omogenă de greutate P, având lăţimea 2b şi înălţimea h, se poate roti în 

jurul axului vertical AB pe care se găseşte şi cilindrul C de rază r şi greutate neglijabilă 

(figura TC 15.5.1). Pe acest cilindru este înfăşurat un fir al cărui capăt trece peste 

scripetele de rază r al unui troliu care are momentul de inerţie 
1zJ  în raport cu axa de 

rotaţie. Sistemul este pus în mişcare de greutatea Q, atârnată la capătul firului ce trece 

peste scripetele de rază R al troliului. În timpul mişcării fiecare element de arie al plăcii 

întâmpină rezistenţa aerului, care este proporţională cu aria şi viteza elementului, factorul 

de proporţionalitate fiind k. 

a) Să se studieze mişcarea sistemului şi să se determine legea mişcării şi legea 

de variaţie a vitezei unghiulare a plăcii ; 

b) Să se determine tensiunile din fire ; 

c) Presupunând că la un moment 1t  se desprinde greutatea Q, să se determine 

timpul 2t  după care viteza unghiulară se reduce la jumătate. 

 

15.5.2. Teste grilă 

 

TG 15.1) O barcă de greutate 

G  şi lungime l se găseşte în repaus şi atinge cu prova  

debarcaderul (figura TG 15.1). Un om de greutate 

P  aflat în acest moment în mijlocul 

bărcii începe să se deplaseze spre mal. Să se determine distanţa cu care se va depărta 

barca de mal atunci când omul va ajunge la capătul bărcii. 

a) 
2

l

G

P
x    ;  b) 
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l

GP

P
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
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l
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G
x 


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l
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P
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
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Figura TG 15.1                                            

 

TG 15.2) Un pendul este lăsat să oscileze liber în planul vertical, din poziţia iniţială dată 

prin unghiul 0 (figura TG 15.2). Cunoscând masa m a punctului material şi lungimea l 

a firului, să se determine perioada T a micilor oscilaţii. 

a) 
g

m
T 2  ;   b) 

g

l
T

2


   ;  c) 

g

l
T 2   ;  d) 

g

l
T

3
 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TG 15.2 

 

 

15.6. Indicaţii şi răspunsuri 
 

TC 15.1) Deoarece forţele care acţionează asupra sistemului sunt verticale impulsul pe 

direcţia x rămane constant (figura TC 15.1) . Se aplică conservarea impulsului pentru 

sistemul format din barca 1 şi greutatea 3 între momentele de timp 1t , respectiv 2t , la 

care greutatea 3 este în barcă , respectiv , în aer :  

 uv
g

P
v

g

G
v

g

P
v

g

G
HH  121  

Se obţine : vu
G

P
vv 1 . 

      Pentru determinarea vitezei 2v  a bărcii 2 după primirea greutăţii se aplică 

conservarea impulsului pentru sistemul format din barca 2 şi greutatea 3 între momentele 

de timp 2t  , respectiv 3t , la care greutatea este în aer , respectiv , în barca 2: 

  22
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2 v
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G
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P
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G
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P
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
2  . 
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               Figura TC 15.1                                        Figura TC 15.2.2 

 

TC 15.2) a ) Izolând cele două corpuri ( sabotul şi roata ) se obţine situaţia din figura TC 

15.2.2. Ecuaţiile de echilibru pentru sabot sunt : 

                           NTTRYFNX ii   ,0,0                          

(1) 

Aplicând teorema momentului cinetic în raport cu punctul O şi proiectând relaţia 

vectorială obţinută pe direcţia axei de rotaţie se găseşte ecuaţia de mişcare a roţii: 

                                                           rTJ                                                        

(2) 
Integrând ecuaţia (2) în raport cu timpul şi ţinând cont de condiţia iniţială 

0:0  t , se obţine legea de variaţie a vitezei unghiulare : 

                                                        t
J

Fr
t


  0                                              

(3) 
Coeficientul de frecare   se determină impunând condiţia ca roata să se 

oprească după 1t secunde : 0:1  tt . Rezultă : 

                                                             
Ftr

J

1

0
                                                     

(4) 

b ) Observând că 
td

d
   şi integrând încă o dată ecuaţia (3) în raport cu timpul se 

obţine legea de mişcare a roţii : 

                                                             2
0

2
t

J

Fr
tt


                                           

(5) 
Numărul de rotaţii efectuat de roată până în momentul opririi se determină 

observând că o rotaţie completă corespunde unui unghi  2 . Aceasta va fi : 

                                                     
 









42

101 tt
n rotatii                                        

(6) 

 

TC 15.3) Se notează cu x deplasarea corpului de masă m la momentul de timp t ( figura 

TC 15.3.2) . 
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( 1 ) Corpul 1 : Tgmam   ( teorema mişcării centrului de masă ) 

( 2 ) Corpul 2 : RFRTJ elO   ( teorema momentului cinetic faţă de O )  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 15.3.2 

 

      Dar 


 xaxkF
RM

J elO ,,
2

2

, astfel încât din (1) şi (2) se obţine ecuaţia 

diferenţială : 

                                                g
mM

m
x

mM

k
x

2

2

2

2








                                        

(3) 

 

      Notând cu 
mM

k
p

2

2


  pulsaţia proprie a oscilaţiei , perioada mişcării va fi : 

                                                   
k

mM

p
T

2

2
2

2 
 


                                         

(4) 
 

TC 15.4) Sensul mişcării sistemului este dat de greutatea P, care coboară pe planul 

înclinat. Pentru studiul mişcării se aplică teorema energiei cinetice şi a lucrului mecanic 

sub formă finită : 

                                                         fiif LEE ,                                                 

(1) 

unde : 

 0iE  - energia cinetică a sistemului în momentul începerii mişcării. Ea este 

nulă deoarece sistemul porneşte din repaus. 

 fE       - energia cinetică a sistemului la un moment arbitrar de timp t. Greutatea 

P a parcurs în acest interval de timp spatiul x. 

 fiL ,      - lucrul mecanic al forţelor exterioare şi de legătură ce acţionează asupra 

corpurilor sistemului între cele două momente de timp. 
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     Legătura între caracteristicile cinematice ale mişcării corpurilor este dată în 

tabelul de mai jos ( vezi şi figura TC 15.4.2 ) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 15.4.2 
 

Corp Tipul mişcării Deplasare Viteza Acceleraţie 

1 Translaţie xx 1  
 xv1  


 xa1  

2 Rotaţie 

R

x
2  

R

x


2  
R

x


2  

3 Plan – 

Paralelă x
R

r
x 3  


 x

R

r
v 3  


 x

R

r
a 3  

x
R

r

23  


 x
R

r

23  


 x
R

r

2
  

 

       Energia cinetică a celor trei corpuri la momentul t este : 

22
111

2

1

2

1 
 x

g
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vmE  

                                               

2

2
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


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
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(2) 
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g

Q
JvmE O   

       Energia cinetică a sistemului la acelaşi moment de timp se obţine prin sumarea 

energiilor cinetice ale corpurilor componente : 
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       Singurele forţe care dau lucru mecanic sunt forţa de greutate P şi forţa de frecare 1T , 

celelalte forţe fiind normale pe deplasare ( 2,,
1

NNQ ), cu punct de aplicaţie fix (
2OR ) 

sau aplicate în centrul instantaneu de rotaţie ( 3T  ) . Lucrul mecanic nenul se mai obţine 

şi datorită momentului de frecare de rostogolire rM . Adunând aceste lucruri mecanice 

se obţine valoarea : 

                                            3, cossin  rfi MxPL                                    

(4) 

unde QsNsM r  3 . 

       Din relaţia (4) şi tabelul de mai sus se obţine : 

                                         x
R

r
QsPL fi 













 2

cossin                                    

(5) 

       Notând : 

                    
222

2

)cos(sin,
2

3

R

r
QsPB

R

J
Q

R

r

gg

P
A                  

(6) 

relaţia ( 1 ) capătă forma : 

                                                         xBxA 


0
2

1 2                                                

(7) 

       Derivând această ecuaţie diferenţială în raport cu timpul şi simplificând cu 

x , găsim 

valoarea acceleraţiei corpului de greutate P : 

                                       

 
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r
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B
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








                             

(8) 
       Observaţie : Din relaţia de mai sus şi tabelul T 12.8 se poate trage concluzia că toate 

corpurile sistemului au mişcări uniform accelerate ( de acceleraţii constante ) . 

 

TC 15.5) a) Se separă cele trei corpuri ale sistemului, se introduc forţele exterioare date şi 

forţele de legătură şi se aplică teoremele mişcării centrului de masă şi momentului cinetic 

(în funcţie de mişcarea corpului studiat ). 

 

Corpul de greutate Q ( figura TC 15.5.2 ) 

 

      Teorema mişcării centrului de masă proiectată pe Oy : 
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                                                              1SQa
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Q
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Figura TC 15.5.2                                      Figura TC 15.5.3 

 

Troliul ( figura TC 15.5.3 ) 

 

      Teorema momentului cinetic în raport cu 2O  pe zO 2 : 

                                                         rSRSJ z 2121
                                                   

(2) 

 

 

Placa plana şi cilindrul ( figura TC 15.5.4 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura TC 15.5.4 

 

      Teorema momentului cinetic în raport cu 3O  pe zO 3 : 

                                                        Rz MRSJ  232
                                                   

(3) 

unde RM  reprezintă momentul datorat forţelor de rezistenţă a aerului iar 
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     
A

R dAvkyM
R

a
,23   ,  322

3

2
3

bhdyhydmyJ
AA

z          

(4) 

       Dar gbhgMP placa 2 , astfel încât 2

3

2
2

b
g

P
J z  . 

       Momentul RM  se calculează după cum urmează : 

                               32

3

2
bhkdyykhdyhyykM

b

b

b

b
R   

                      

(5) 

deoarece dyhdAyv  , . 

       Notând 
not
 32 , din ecuaţiile ( 1 - 3 ) rezultă valorile tensiunilor în fire în 

funcţie de acceleraţia unghiulară  : 
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(6) 

precum şi  ecuaţia diferenţială în necunoscuta viteza unghiulară 















  : 

                                                           RQ



.

                                                       

(7) 

 

unde 222

3

2
,

3

2
1

bkhb
g

P
JR

g

Q
z   . Deoarece 


 , unde  t   este 

unghiul descris de planul plăcii faţă de poziţia pe care aceasta o ocupa la momentul 

iniţial, se obţine următoarea ecuaţie diferenţială liniară de ordinul doi neomogenă : 

 

                                                         RQ
 .
                                                          

(8) 

 

       Soluţia generală a acestei ecuaţii este : 
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(9) 

 

şi reprezintă legea de mişcare a plăcii plane. Viteza unghiulară şi acceleraţia unghiulară în 

mişcarea de rotaţie a plăcii se obţin prin derivarea legii de mişcare (9) : 
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                                 
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(10) 

b) Tensiunile din fire rezultă din relaţiile ( 6 ) : 
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c) Pentru Q = 0, valoarea constantei   devine 2
1

3

2
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b
g

P
J z  iar ecuaţia diferenţială 

devine omogenă, 01 

 , şi are soluţia generală : 
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(12) 

       Impunând condiţiile iniţiale, 1

.
,0:0  t , se obţine soluţia particulară 
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 . Timpul 2t se determină punând condiţia ca viteza 

unghiulară 
.
   să fie jumătate din valoarea 1 înregistrată în momentul desprinderii 

greutăţii Q, adică  
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1
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
 
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

 t

et , de unde : 
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(13) 

TG 15.1) Forţele care acţionează asupra sistemului bară-om sunt verticale astfel încât 

impulsul (deci şi viteza centrului de masă) se conservă pe orizontală. Deoarece la 

momentul iniţial sistemul este în repaus viteza centrului de masă va rămâne nulă în tot 

timpul mişcării, adică centrul de masă nu se modifică în timpul mişcării: 
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Răspuns corect: d) 
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TG 15.2) Fie   unghiul format de fir cu verticala la momentul arbitrar de timp t. Se 

aplică teorema momentului cinetic faţă de punctul de prindere al firului O: 

 OO MJ  (*). Singura forţă care dă moment faţă de O este greutatea mgG   iar 

2lmJO  . Din (*) găsim ecuaţia diferenţială 0sin 



l

g
. Pentru micile oscilaţii ale 

firului se poate considera  sin , de unde ecuaţia de mişcare 0



l

g
. Soluţia ei 

este de forma   tpCtpCt cossin 21  , unde 
l

g
p   reprezintă pulsaţia mişcării. 

Deoarece 
p

T
2

 , răspunsul corect este c). 

 

 


